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  Α Ω Η  
Ω Ο  Α Ο Α Ο  1  

 SANGAKU  α α οσια ή Ια ω ι ή ω ία  
α ισ φθού  σ  ία ά  ο ή, ία ώ α  ιαφο ι ή ο ού α α ό 

 ι ή ας. α α ι έ ο  σ  α ία σ ις α ές ο  ο  αιώ α. Η 
ίο ος α ή ς ισ ο ίας ς α ίας έ αι Edo (1603- , ί αι ία 
ίο ος ό ο   ώ α ί αι α ο ο έ  α ό ο  ό οι ο όσ ο. ο ι ό 
ό ιο α α ο ύο α  αι ία φο ά ο ό ο ό ο έ α α ι ό οίο σία  

σ ο Nagasaki.   
ι ή  όσβασ  σ  ό ς ις ο φές ο  ι ού ο ι ισ ού ή α  α ύ α , 
ιο ίσ  αι  ι ίσ σ  ό   ι ώ  ισ ο ι ώ  ι ώ  αι 

ι ά .  
α ά  ιά ια α ής ς ιό ο  α ο ό σ ς, έ α έο ί ος α ι ώ  
αθ α ι ώ  ή ασ . Οι ά ς αθ α ι οί, οι σα ο άι, οι έ ο οι αι οι 

α ό ς, θα ύσο  ια ά  οι ι ία οβ ά  ίας. α 
α α ά ο  ις οσ άθ ιές ο ς σ  ύ ι ς ι α ί ς αι θα άσο  α έ α 

α ά ά  α ό ις σ έ ς  αώ .    
α αθ α ι ά α ά οβ ή α α ο ο ά ο αι sangaku, ια έ  ο  σ αί ι 
αθ α ι ή ι α ί α, αι σ ο ό α  ά α   ό σ  « ύσ  α ό α  

ο ί »!  ο ιο α ιό sangaku ο  σώ αι ί αι ο   σ  αό σ  
ιφέ ια Tochigi αι ο ιο όσφα ο ο   σ ο αό Ubara.      

https://en.wikipedia.org/wiki/Sangaku
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Η ιο φία  οβ ά  ο  φα ί ο αι σ α sangaku ί αι ι ά 

 ύ ο ς αι ί α. α οβ ή α α σ ά ια ι ό α  αι  ύσ , ά ι ο  
ύ αι σα  ό σ  ια ύ σ  ς ύσ ς.   

α sangaku ιο ήθ α  α ό ά ς , αί ς αι αι ιά ό   
οι ι ώ  ά . ια ό ά ι ία ά  οι ι ία α ό θέ α α, α ό ο ύ 
ύ ο α ς αι σ  ο ύ ύσ ο α ο  α αι ού  ι ι έ ς ώσ ις ια α 

θού .  
α έ α α ά ί αι α έ α  σ  ια ώσσα ο  ο ο ά αι Kanbun,  ο οία 

σι ο οιούσ  ι ι ούς α α ή ς αι ο σιασ ι ά ι ι ή α α ι ή. Η 
ήσ  Kanbun έ αι  έ α ό ο α ό οιο  α α ι ι ά σ  ύσ  ο ό  ό οιος 

σι ο οιούσ   ώσσα α ή ή α  ο φ έ ος. ια α ό ο ό ο   
ιο φία  ιο ώ  sangaku ή α  έ  ς ά ς  σα ο άι.      
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Ο ά ος α ιθ ός  Sangaku οφ ί αι ά ο , σ  αΐ σ  ς 

ίας. Έ σι οι ό ο φ ς αι σ ιώ ις ύ ι ς ι α ί ς ο  φα ί ο αι 
σ  ώ ο ς α ίας, βοήθ σα  α α ο ήσο  α αθ α ι ά έ α ι ιαί ο ό ο 
σ  ια ι ή ο ού α.    
Η ί σ  α ή οιά ι   α ίσ οι  α ι ή θ ώ σ . Ας  ού   

ο ί α ς Α α ίας ο  ά α « ίς α ω έ ος ισί ω». Η 
α ί  ό ι  ία ί αι έ α ο ύ α ό έσο ια α ο ί ά οιος α 
φι οσοφ ί ας ο ί σ  θέσ  ό ι  ία αι  οσή σ  ο  α αι ί  

ύσ  ός ι ού οβ ή α ος βο θά α ασ ο θ ί ά οιος  βαθύ α 
φι οσοφι ά ή α α, α ά αι α α ο ήσ ι έ α  βαθ ό σ ι ό ας ο  
α αι ί αι ια α β θ ί ά οιος σ  έ α ι ό ώ ο.      

ο ι ό σ ο ίο ο  ο  αιώ α  ασ ό σ   α οβ ή α α α ά ο ί 
α α ο έσ ι  αφο ή α άθο  οι αθ ές α ι ύο  έ α όβ α 

σι ο οιώ ας αθ α ι ά α ία ο  ί ο , ίς ό ς α ί ο  
 ύ  ά  σ  ο οία βασί αι  ύσ  ο  σ ι έ ο  οβ ή α ος. 
ο ού  α σι ο οιήσο  ί ια ία, α α ι ή ία, 

ι ο ία α ά αι θό ο ς αι ι ές α ά σ ς.  ο  ό ο α ό 
α α ύσσο  ιό ς ί σ ς οβ ά  α ά αι σ άσ ις ς ος  
α α αιό α ια έ α αι ιο ία.          
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 έ α sangaku α ο σιά ο αι έ α 
ήθος σ οι ί  ό ς  σ ο ή αι ο 

ό ο α ο  ισ ή,  ο ία 
ια ύ σ ς ς άσ σ ς, ο σ ή α αι 
 φώ σ  αθώς αι  α ά σ  ο  

οβ ή α ος.     
To sangaku ο  ά χ ι σ  ο ω ί α 
ο  αού αός σ  ιοχή ς Fukushima 



  Α Ω Η  
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α έ α α ά σ  ι ή βιβ ιο αφία α αφέ ο αι α οσ ασ α ι ά σ  ο ύ 

ιο ισ έ ο α ιθ ό οσι ά . ι ι ά α αφέ ο  ο ά θ ο σ ο 
ιο ι ό Quantum ύχος α ίο  – Α ι ίο  1995  ί ο ω ία ς 

α ό ας ο  George Berzseny, σ  α ια ή ασία ς ω ίας ί α  
 ί ο «Ισ ο ία ω  οβ ά ω  σ α αθ α ι ά» σ . , σ  ασία 

ο  ά σι α ή ω   ί ο Sangakou 19,999 οβ ή α α σ  ω ία Π. Ε  
α βα ίο  σχο ής αι σ ο ιο ι ό «Α ο ώ ιος» ς Ε. .Ε. αθίας ύχος 4o ο ά θ ο ο  ιά  Α α ί  SAN-GAKU « ο ύχ ω α ω ι ά 

οβ ή α α α ό  Ια ω ία».   
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 ι θ ή βιβ ιο αφία ι ό ό ο έ ι  ασία 

ο  Hidetoshi Fukagawa ο  α ί  ο  Daniel Pedoe 
οσί σ  ο   ώ  σ ο ή Sangaku σ ο 

βιβ ίο Japanese temple geometry problems   
Α ο ούθ σα  :                                                 
ο βιβ ίο Traditional Japanese mathematics problems from the 18th and 19th centuries  ο  Fukagawa αι Sokolowsky.   
ο sacred mathematics   Fukagawa αι Rothman. 

Α ά αι ήθος ά  ά θ  σ  Α ι ά ι  
αθ α ι ή αι ία αι papers Α ι ά ι  αι 

α ι ώ  α ισ ί  ς βιβ ιο αφία .  
Η σ ο ή ο  α ο ο θ ί ί αι ία οσ άθ ια 

ασ ό σ ς  α έ ο α α ά οβ ή α α σ ο 
ι ό σ ο ίο  αθ ές ί ς ς ’ ίο . 

ία οσ άθ ια α α θού  α θέ α α α ά σ ο 
α α ι ό ό α α ι ασ α ίας ς ίας αι 

αθ α ι ώ  οσα α ο ισ ού.  
Α ο ί ό σ  σ ο  αθέ α α ι ι ήσ ι  

ί σ   ι ώ  α ώ  οβ ά .  
Ας ι ι ήσο  …    
α ύσο , α α ασ άσο  α ά αι α 

ιο ήσο  α θι ά ι ά έ α έ ς…      
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ι ά α ό α Sangaku       
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Π όβ η α ο   

ί ο αι οι ύ οι , , ,  αι ,  ο  φά ο αι α ά ύο ό ς αι 

ιας θ ίας . ί  ό ι ισ ύ ι  σ έσ  :  
3 1 2

1 1 1

ρ ρ ρ
= +    

Βοηθη ι ή ό αση  
Α  οι ύ οι 1, 1  αι 2, 2  φά ο αι α ύ ο ς 
αι ιας θ ίας  , ό  ια ο οι ό φα ό ο 

ή α Α  ισ ύ ι  : 1 22 ρ ρ=    
Α ό ι   

έ ο   2  άθ  σ  1Α. Α ό .  σ ο 1 2  έ ο   
2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2(ρ ρ ) (ρ ρ ) 2 ρ ρ= −  = + − −  =    
Α ό ο σ ή α έ ο  ό ι 

ο πρό α

1 2 1 3 2 3

3 1 2

1 1 1Γ Γ 2 ρ ρ 2 ρ ρ 2 ρ ρ
ρ ρ ρ

= +   =  +   = +    



 Α Α  
Ω  Α Α  12  

 
Π όβ η α ο   

ο ο θο ώ ιο ί ο Α  
έ ο  ά ι έ α 

ά ο  ο 
ισό ο , ο ισοσ ές 

 αι ο  ύ ο ,  
α έ ο σ ο 

ά ο Α.                               
α α ο ί  ό ι =Α -Α    

Α ό ι η  
ι ή ο  ί αι ο θο ώ ιο αι 

ισ ύ ι = = =  έ ο  ό ι = ο αι 
= ο .  

Ό οια σ ο  έ ο  = ο αι = ο , 
ά α α  ο ο άσο  =  ό  = . 

α σ ία ,  αι  ί αι σ θ ια ά 
ια ί;  , ο ό  α ί α ,  αι 
Α  ί αι ίσα. 

Α  ο ο άσο   ά ο  
α ώ ο   αι ις = = = =   

ό  α ό α α α ά  έ ο  : Α= , Α = = . 
Ά α Α -Α = + - + = - -  
Α ά = + , ά α ισ ύ ι ό ι = +  

ό  Α _Α = - - = = + = .      
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Π όβ η α ο   

ί αι - ο α έ ο σ  ύ ο ,R). Α ό ία 
ο φή ο  φέ ο  ις ια ώ ιο ς ο . άφο  ο ς 

α έ ο ς ύ ο ς σ α σ α ι ό α -2 ί α. 
έ ο  ις α οσ άσ ις ο  έ ο   α ό ις ές 

ο  ο ώ ο . σ ύ ι  ισό α :  
1 2 2 1 2ρ ρ ... ρ d d ... d (n 2)R−+ + + = + + + − −                                    ( θα α ο ί ο   ό ασ  ια ά ο n=5)  

Βοηθη ι ή ό αση (θ ώ η α ο  Carnot)  
Έσ  Α  ί ο α έ ο σ  ύ ο ,R) αι ,  ο 

α έ ος σ ο ί ο ύ ος. Α  d1,d2 αι d3 οι 
α οσ άσ ις ο  ί ο   α ό ις ές α,β,  ο  

ι ώ ο  α ίσ οι α, ό  ισ ύ ι : d1+d2+d3=R+  
Α ό ι  

έ ο  α ύ  ο  ι ώ ο  Α . α ί α , Α  αι 
Α  ί αι ό οια ια ί;  
Ά α θα ισ ύο  οι ισό ς : 

1
1

d AE
d ( ) R (AE AZ)

R

+
= = =   + =  +

+
  

Ό οια θα ισ ύο  αι οι ισό ς : 
2d (α ) R (BZ B ) + =  +  αι 3d ( α) R (Γ Γ ) + =  +   
οσθέ ο ας α ά έ  έ ο  ι ά ό ι : 

1 2 3d ( ) d ( α) d ( α) R (α ) + +  + +  + =  + +  (1)   
3 1 2

1 2 3

αά ( Γ) ρ ( ) ( Γ) (Γ ) ρ
2

d d α d α ρ d α d d (α ) ρ (2)
2 2 2 2

+ +
=   + + =  

   + +
+ + =    +  +  = + + 

  
οσθέ ο ας ις  αι  έ ο  ι ά ό ι  :    d1+d2+d3=R+   
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Ση ίωση : Α  ο ί ο ί αι α β ώ ιο αι ά οια α ό ις α οσ άσ ις ί αι 
ο ο ή ο  ός ο  ι ώ ο  ό  σ  ισό α ο  θέ ο  α α ο ί ο   

α όσ ασ  α ή αφαι ί αι α ί α οσ ίθ αι.    
Α ό ο θ ώ α ο  Carnot έ ο  : 

ο ί ο Α  : 1 2 6 1d d d ρ R+ − = +   
ο ί ο Α  : 6 7 3 2d d d ρ R+ + = +  
ο ί ο Α  : 4 5 7 3d d d ρ R+ − = +  
οσθέ ο ας α ά έ  έ ο  : 

1 2 3 4 5 1 2 3d d d d d ρ ρ ρ 3 R+ + + + = + + +   
Ά α  :

1 2 3 1 2 3 4 5ρ ρ ρ d d d d d 3R+ + = + + + + −   
Π όβ η α ο           

Έσ  - ο α έ ο σ  ύ ο ,R). έ ο  ια ώ ιο ς  αίο ό ο 
ώσ  α ο ίσο  σ  -  ί α. άφο  σ  α ά ο ς α έ ο ς 
ύ ο ς. α α ο ί  ό ι σ  άθ  ί σ  ισ ού ο  ο ώ ο  ο 

άθ οισ α  α ί   ύ  α α έ ι σ αθ ό. 
θα α ο ί ο   ό ασ  ια ά ο  

Α ή φα ο ή ο  ο ού ο  οβ ή α ος … 
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Π όβ η α ο  

ί αι ο θο ώ ιο ί ο Α  αι ο 
α έ ος σ ο ί ο ύ ος , . 

ο ά ο  , ,  α σ ία αφής ο  
ύ ο   ις ές ο  ι ώ ο  Α ,  αι 

Α  α ίσ οι α. άφο  ο ς α έ ο ς 
ύ ο ς  α ύ   αι  2, 2  αι 1, 1  α ίσ οι α. α α ο ί  ό ι 

ισ ύ ι  ισό α : 2

1 2ρ 2 ρ ρ=       
Α ό ι η 

ο ο θο ώ ιο ί ο 2  α ό . . 
έ ο  ό ι 2 2ρ 2=  , ό οια σ ο 1  έ ο  ό ι 1 1ρ 2=  . 

α ί α 2  αι 1 ί αι ό οια 
ια ί;                                                                                     

Ά α       
2 2

1 1

2

1 2

ρ 2 ρ
ρ ρ 2

ρ 2ρ ρ

=  =

 =
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Π όβ η α ο    

ί ο αι ύο ίσοι ύ οι ,  αι 
,  ο  φά ο αι α ύ ο ς 

ό ς αι ιας θ ίας . Έ α 
ά ο  άς  
άφ αι ό ς σ ο σ ή α.                                                 

α α ο ί  ό ι : 2
x ρ

5
=    

Α ό ι η  
ο ί ο    ο  έ ι ις  

αι  σ α σ ία  αι  α ίσ οι α. 
ο ά ο  = = . ό  + =   

ο ο θο ώ ιο ί α  α ό . . 
έ ο  

2 2 2 2 2 2(ρ ) ρ (2)+ =  − + =   
Α ό ,  α α ίφο ας ο  

α α ή ο  σ  σ έσ  2
x ρ

5
= . 

Β’ ό ος 
α σ ία , ,  ί αι σ θ ια ά ια ί;  

Α ό α ό οια ί α  αι  έ ο  : 
ρ

Γ Γ 2ρρ
2

5 2
2 ρ ρ ρ

2 2 5

=  = 
−

= −  =  =

      
ο sangaku α ό 
ί αι έ α α ό α  
ο ά ια α ό α 

ο οία α ο ί αι  
« ι α ί α ο  

ά ο » 
ο οθ ήθ  σ ο  
αό ο  Murahisagun σ  
ό  Okayama αι 
α ο σιάσ  ο 1873 
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Π όβ η α ο    

ού  ισό ο ί ο 
Α  άς α α έ ο σ  
ύ ο , . Έσ   ο έσο ς 

άς  αι  ισό ο 
ί ο ά  ό ς σ ο 

σ ή α .                                             

α α ο ί  ό ι α ( 5 1)
4

=  −     
Α ό ι η   

ο ισό ο ί ο Α  
ισ ύο  :  

α 3α ρ 3 ρ
3

=  =   (1) 
3

ρ α 3α
2 6

= = =   (2) 
ο ισό ο ί ο  α ίσ οι α θα 

ί αι :  
2

=    αι  3
2

=   (4) 
Α ό . . σ ο  έ ο  :  

2
2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

α 3 3 α 3( ) ( )
6 2 4 3

α 3 3α α
... 12 6α 3α 0

12 4 6 4 3

+ =  + + = 

+ + + =   + − =

  
Α ό ό ο  έ ο  ό ι α ( 5 1)

4
=  −  

ο sangaku α ό 
ο οθ ήθ  σ ο  
αό Kanzeondo σ  
ασ ο ο ι ία Toba 
αι α ο σιάσ   
ο  α ό ο  Kobata Atsukuni 

έ α  σ ο ασ ή 
σ ς σ ο ής Aida 
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Π όβ η α ο   

ο ι α ό ά ο άς α 
έ ο  ά ι ά ο Α  

άς  αι ύ ο , .  
φα ό  ο  ύ ο  ,  έ ι ο 

α ι ό ά ο σ α σ ία  αι . 

α α ο ί  ό ι 2α (4 5 2)
17

 +
=    

Α ό ι η  
σ ύ ι ό ι Γ α 2=  α

Γ Γ 2ρ 2 ρ ρ 2 ρ (1 3 2)= + + = + + =  +   
Ά α α 2 α 2 (3 2 1) α (6 2)ρ

17 171 3 2

 −  −
= = =

+
  

Α ό .  σ ο  έ ο  
2 2 2 2 22(α 2ρ)= +  = −   

Ά α α>  
2α (6 2)2 (α 2ρ) 2 (α )

17

5α 2α 2 4 5 2
2 ( ) α

17 17

 −
=  − =  − =

+ +
=  = 

  
Ά α 4 5 22 2α

17

+
=  =         

To sangaku α ό 
ο οθ ήθ  σ ο  

αό Shimizu σ  
ο α ία Nagano 

αι α ο σιάσ    
α ό ο  Kobayashi Syouta ο  
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Π όβ η α ο   

ο ά ο Α  έ ο  ά ι 
ό ς σ ο σ ή α  ύο ύ ο ς ,  αι 

,  ο  φά ο αι α ύ ο ς σ ο . 
α ασ ά ο  ις οι ές φα ό ς 
ο ς  αι . α ασ ά ο  ο ς 
ύ ο ς ,  αι ,  ο  φά ο αι  

ώ  ο  α ώ ο  αι  οι ώ  
φα ό  ά   αι . α 

ο ο ίσ   α ί α .   
σ ύο  οι ισό ς : 

2Γ Γ 2 2ρ 2 2ρ ρ (1)
2 2 2

= + +  = +  =
+

  
(1)

2 2 2 2 2ρ

2 1(2 2 2) 2 ... 3 2 2
1 2 3 2 2

= + +  = + +

 + = −   = = −
+ +
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Π όβ η α 0ο    
ί αι ι ιφέ ια α ί ας R αι 
α ασ ά ο  έσα σ  α ή 2 

ι ιφέ ι ς αι ις ύ ο ς 
ό ς σ ο σ ή α. α ο ο ίσ  ις 
α ί ς  ύο ι ί  αι  

ιώ  ύ  ς σ ά σ  ο  R.   
Υ ο ο ισ οί   

Έσ  , ,  οι ού ς α ί ς. 
οφα ώς R

2
+ = =  (1) , αι α ό 

. . σ ο  : 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2

R R R
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

R R R RR R ( ) ( ) ( ) R
4 4 4 4

R R R 3 R
( ) ( ) R ( ) (2)

4 2 4 2 6

+ + + = +  + + = + 

+ +  + = +  +  = −  + + −  

= −  + −   = −  − =

  
Α ό  αι  έ ο  ι ά ό ι : R

3
=  αι R

6
=         
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Π όβ η α 1ο    

ί αι έ α φύ ο α ιού 
σ ή α ος ο θο ίο  

α α ο ά ο , ό ο   
α ύ  ά ο  ί αι c. 

ι ώ ο  ο α ί ώσ  ύο 
α έ α ι ο φές ο  α έσο  

 ία ά  σ  ά . οια 
έ ι α ί αι  ύ  ιάσ ασ  ο  ο θο ίο  ώσ  ο 
βα ό   ο σ α ι ό ο  ι ώ ο  α ί αι έ ισ ο.   

Α ά ηση   
Α ό . . σ ο Α  έ ο  : 

2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

(c y) x y
c x

c y 2cy x y y
2c

+ =  − + = 

+
+ − + =  =

  
ό  : 

2 2

2 3

x c
x (c )

x (c y) 2cE E(x)
2 2

c x x
... E(x)

4c

+
 − −

=  = 

 −
 =

  
 2 21
E '(x) (c 3x )

4c
=  −   αι 

2 2 c 3
E '(x) 0 c 3x c x 3 x

3
=  =  =  =   

Ας α α ήσο  ό ι ια  ι ή α ή ο   έ ο  2
y c

3
=  , ο ό  σ ο 

ο θο ώ ιο Α  ί αι 1 y
3

=  , ά α ο30=  αι οΘ 60=  , α ή ο 

βα ό   ο  ι ώ ο  ί αι έ ισ ο  ό α  ο ί ο  ί αι ισό ο.  
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Π όβ η α 2ο    

ί αι ά ο α έ ο σ  
ύ ο , . άφο  ο ς 

α έ ο ς ύ ο ς ,r1), ( ,r2), (M,r3), (K,r4)  ι ώ  Α , , Α  αι 
Α  α ίσ οι α. 
α α ο ί  ό ι ο  ί αι 

ο θο ώ ιο αι ό ι ισ ύ ι  ισό α r1+r3=r2+r4     
Α ό ι η  

έ ι α ί αι σ ό ό ι 

ο Γ90
2

= +  . ό  θα ί αι 

αι ο90
2

= +  , ι ή 

Γ =  έ ο  ι ά ό ι 
=  , ά α ο ά ο 

Α ί αι ά ι ο. ό  θα 
ισ ύ ι αι =  . Ό οια 
α α ή ο  ό ι ο ά ο Α 
ί αι ά ι ο αι ό ι =   

Ά α 

οΓ Γ 90
2

+
+ = +  =  =   

Ό οια αι ια ις ά ς ί ς ο  , ά α ο ά ο ί αι ο θο ώ ιο.  
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α α ο ί ο  ό ι r1+r3=r2+r4 
φα ό ο ας ο . Carnot σ α 
ί α : 

Α  : 1 4 6 4d d d r R+ − = +  (1) 
 :  2 3 6 2d d d r R+ + = +  (2) 

Α  :  1 2 5 1d d d r R+ + = +  (3) 
Α  :  3 4 5 3d d d r R+ − = +  (4) (1)+(2) : 1 2 3 4 4 2d d d d r r 2R+ + + = + +  (3)+(4) : 1 2 3 4 1 3d d d d r r 2R+ + + = + +   Ά α     2 4 1 3r r r r+ = +   

Π όβ η α 3ο  
ί αι ο θο ώ ιο ί ο Α   =90ο  α έ ο  

σ  ύ ο ,R). άφο  ύ ο ,  ο  φά αι 
 Α ,Α  αι ο  ύ ο  ,R) . α α ο ί  ό ι 

=β+ -α 
Ό ο  α,β,  οι ές ο  ι ώ ο  Α     

Α  α ασ άσο  ο  α έ ο ύ ο ο  
Α , α α ήσ  ό ι = r. Ό ς ισ ύ ι ό ι 2r=β+ -α, ά α …      
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Π όβ η α 4ο    

ο ι α ό ά ο ο ο ά ο    έσο ς . 
έ ο    ο  έ ι  ια ώ ιο Α  σ ο . 

α ασ ά ο  ο  α έ ο ύ ο ο  
ι ώ ο  Α . α ο ο ίσ   α ί α ο  

ύ ο  σ α ήσ ι ς άς α ο  α ώ ο .      Υ ο ο ισ ός   
Έσ   ο σ ίο ο ής ς Α  αι ς . ό  σ ο 
ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  Α =α, = α, ο ό  

α 5=  αι ά α α 5
2

= . ο ο θο ώ ιο Α  

ί αι Γ α 2=  . ι ή οι Α  αι  ί αι ιά σοι ο 
σ ίο  θα ί αι ο βα ύ ο ο ό  σ ο Α  θα 

ί αι α=  , 2 2 α 5 α 5
3 3 2 3

=  =  =   αι 

2 2 2α 2Γ α 2
3 3 3

=  =  =  . 
ίσ ς 

2 22 2 α α( ) ( Γ)
3 3 2 3

= =  =  =  . 
ο Α  έ ο   :  

2

2α 2 α 5αα 2α3 3ρ ρ ... ρ
3 2 3 2 2 5

+ +
=   =    =

+ +
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Π όβ η α 5ο  

ί ο αι οι ύ οι , 1  αι 
, 2 .  ιά ος  έ ι 

ο ς ύ ο ς σ α σ ία Α, ,  αι 
 ό ς σ ο σ ή α. ο ά ο  
=α. α ασ ά ο  ις 

φα ό ς Α  αι Α , ό ς αι 
ις  αι . α α ο ί  ό ι ο 
ύ ος ο  φά αι  Α ,Α  
αι ο  , 1  αι ο ύ ος ο  
φά αι  ,  αι ο  
, 2  ί αι ίσοι  α ί α 

1 2

1 2

2 ρ ρ
r

2ρ α 2ρ
 

=
+ +

   
Α ό ι η   

α ί α Α  αι Α  ί αι ό οια, ά α : 
2 1 2

1 1 2 1 2

ρ 2 ρ ρr
... r

2ρ r 2ρ α ρ 2ρ α 2ρ
 

=  =   =
− + + + +
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Π όβ η α 6ο  

ο ι α ό σ ή α ί ο αι οι ύ οι 1, 1) 
αι 2, 2 . α ασ ά ο  ις οι ές 

ι ές φα ό ς Α  αι , ό ς αι 
 οι ή σ ι ή φα ό  . 

α ασ ά ο  ο ς ύ ο ς 3, 3  αι 4, 4  ο  φά ο αι ός ύ ο  ς  
αι ιας   οι ώ  ι ώ  
φα ό  ό ς σ ο σ ή α  
α α ο ί  ό ι ισ ύ ι  σ έσ  

2

1 3 4

2

1 3 1 4

4ρ ρ ρ
ρ

(ρ ρ ) (ρ ρ )
 

=
−  −

  
Α ό ι η  

Α ό α ό οια ί α Α 1  αι 2  ισ ύ ι :                  
1

2

ρ α
α ρ

+ +
=

+
 (1) 

Α ό α ό οια ί α 3  

αι 1 ισ ύ ι : 1

3

ρ α
ρ α

+
=  (2) 

  ί αι οι ή φα ό  
 ύο ύ , ά α  :

1 32 ρ ρ=   (3) 
Ό οια θα ισ ύο  αι οι 

σ έσ ις 1

4

ρ
ρ

+ +
=   αι 1 42 ρ ρ+ =    (5) 

ίσ ς ισ ύ ι ό ι α α=  + + = + +  + = +   (6) 
Α ό ,  έ ο  3 1 3

1 3

2ρ ρ ρ
α

ρ ρ
 

=
−

   , αι α ό ,  4 1 4

1 4

2ρ ρ ρ
ρ ρ
 

=
−

 (8) 
Α ό   έ ο  : 

3 1 3 4 1 4

1 2 1 3 1 4

1 3 1 4

2

1 1 3 1 3 41 1 4

1 2 2

1 3 1 4 1 3 1 4

2ρ ρ ρ 2ρ ρ ρ
ρ ρ (α ) (α ) ( 2 ρ ρ ) ( 2 ρ ρ )

ρ ρ ρ ρ

2ρ ρ ρ 4ρ ρ ρ2ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ (ρ ρ ) (ρ ρ )

   
 = +  + + = +   +  

− −

    
 =   =

− − −  −
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Π όβ η α 7ο    

ο ι α ό σ ή α έ ο  ο ά ο Α  
άς α αι  ια ώ ιό ο  Α . ίσ ς 

έ ο  φέ ι ο ή α  ώσ  οι 
α έ οι ύ οι σ α ί α Α  αι  

α ί αι ίσ . α β ί   α ί α  ύ  
σ α ήσ ι ς άς α ο  α ώ ο .  
Α ό ι η :  σ ο ός ί αι α β θ ί ο =    

Α  1, 2 ,   ι ί οι   ι ώ  Α ,  αι Α   αι r  α ί α ο  
α έ ο  ύ ο  ο  Α  ό  ισ ύο  οι σ έσ ις : 

1 2 1 2ρ ρ ρ ρ ( Γ ) (Γ ) ρ ( )
r

( Γ) ρ ( ) r ρ ( ) (1)
ρ

+ = +   +  =  +   + =  + 


=  +   =  +  = −
  

Α ό α ό οια ί α Α  αι Α  έ ο  : 1r

ρ α
−

=
−

   αι α ό α ό οια 

ί α  αι  έ ο  : 
2

r α 2
ρ

−
=

−
  (3) 
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Α ό  αι  έ ο  : 2

1 1

1

( α) ( α) −
− =  − −  +  =  −

−
  

Α ό  αι  ό οια έ ο  2

2 2( α 2)− −  +  =  −  
οσθέ ο ας α ά έ  αί ο ας ό ι  ας ό ι 1 2+ = +  , α α ή ο  

σ  ισό α 2 α 2 α 2 2 1( α) (α ) α
2 2 2

+
= −  = +   =    

Π όβ η α 8ο   
ί σ  ο  ο ού ο  ί αι ο sangaku ο  φαί αι σ ο ι α ό σ ή α, 

α ώς ο ί ο σ ο ο οίο άφο αι οι 
ύο ίσοι ύ οι ί αι αίο. ά ι ο σ ο ός 
ί αι α β θ ί ο ή ος  έ ο σας Α  
ιό ι ά ο ού  α ίσο  ο 
οσ έ ο ί ο σ  ύο ά α αι α 

ά ο  ο ς α έ ο ς ύ ο ς. 
 ο ο ισ ός ί αι   ί ια ι ή 

ό ς ο ο ού ο όβ α.             
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Π όβ η α 19ο    

ο ισό ο ί ο Α  έ ο  
α ασ άσ ι ο  α έ ο ύ ο ο  

α ί ας . Έ ο  ίσ ς ά ι ις 
« ό ι ο ς» ύ ο ς α ί ας 1, ά 
« αύ ο ς» α ί ας 2 αι έ ι « αφέ» α ί ας 3. 

ο έ ος έ ο  αι ο  ύ ο ο  ι άφ ι 
ο ς ο ού ο ς. α α ο ί  ό ι :  
1 2 3

3 1 1ρ ρ , ρ ρ , ρ ρ
5 5 10

= = =                                                               Α ό ι η  
Α ό ο σ ή α έ ο  :  

2 33ρ 4ρ ρ (1)+ =   
1 2 2 3

1 2 3

2ρ ρ 5ρ 4ρ R
ρ 2ρ 2ρ (2)

+ = + = 
= +

  
Α ό α ό οια ί α Α  αι Α  
έ ο  : 

1

1

1

2OK
Θ ρ ρ

AH 2ρ 2ρ
ρ ρ

=  = 

=  =
  

Ά α θα ισ ύ ι αι         
1 2

2
3ρ ρ 2ρ (3)

= 
+ =

  
Α ό ,  αι  έ ο  ι ά ό ι : 

1 2 3

3 1 1ρ ρ , ρ ρ , ρ ρ
5 5 10

= = =   
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Π όβ η α 20ο    

ο ά ο Α  έ ο  ά ι έ  ίσο ς 
ύ ο ς ό ς σ ο σ ή α. α ο ο ίσ   α ί α 
ο ς σ α ήσ ι ς άς α ο  α ώ ο .      

Υ ο ο ισ ός  
ο ο θο ώ ιο ί ο Α  ια  α ί α 

ο  α έ ο  ύ ο  ισ ύ ι : 
αρ (1)

2

+ −
=   

α ί α Α  αι Α  ί αι ίσα ά α 
Α = =β, ο ό  :  

2ρ ρ
2

−
= −  = −  =   (2) 

Α ό  αι  έ ο  ό ι : α
2

=  ά α  
ο Α  ο θο ώ ιο θα έ ο  : 

.Θ.α α 3α , ,
2 2

= = =  , ο ό  

α α 3αα α(3 3)2 2

2 2 4

+ ++ + +
= = =  αι 

2α 3
( )

8
=  . Α ό ο  ύ ο =  

ι ά έ ο  

2α 3
α 3 α( 3 1)8ρ

4α(3 3) 2(3 3)
4

−
= = = =

+ +
 . 
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ι  άσο  α α α ά  οβ ή α α α ό ί αι α άθο  ς ί αι  

αφή α ώ ο  σ  αίο ί ο αθώς αι ις βασι ές σ έσ ις ο  ισ ύο .    
α ασ ή ά ι ο  α ώ ο   
α ασ ά ο  ο ά ο . 

ο ά ο   αι  α σ ία ο ής  Α  αι 
Α     α ίσ οι α. ο ή α  ί αι  

ά ο  ού ο  α ώ ο  ια ί;   
έσ ις ο  ισ ύο   

Α ό α ό οια ί α Α  αι Α  έ ο  : 
α α α

α

υ υ α υ (1)
Γ α α υ

− +
=  =  =


     

 ί σ  ό ο  ο Α  ί αι ο θο ώ ιο σ ο Α θα έ ο  ι έο  ό ι : 
Α ό α ό οια ί α Α  αι Α  ισ ύ ι : α α

=  =    (2) α ά α ό α 

ό οια ί α  αι Α  ισ ύ ι ό ι : αα
α
− −

=  = −  =  (3) 
Α ό  αι  έ ο  2

2

α α αα α
α

−
=   = −  =

+
 (4) !!      
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Π όβ η α 1ο    

ο ι α ό ο θο ώ ιο ί ο Α  
έ ο  ά ι ά α αι ις 
ύ ο ς ό ς σ ο σ ή α.                                    
α α ο ί  ό ι ισ ύ ι  ισό α : 
1 2

2 3

ρ ρ
ρ ρ

=  , ό ο  1, 2, 3 οι α ί ς  

ιώ  ύ  C1,C2 αι C3 α ίσ οι α.   
Α ό ι η  

Α ό α ό οια ο θο ώ ια ί α ο  
σ α ί ο αι έ ο  ις ισό ς :

31 2
ρρ ρ

= =  .  Ά α α ί α ί ο  ό ι =   
ο ο θο ώ ιο ί ο  έ ο  

ά ι ά ο άς  ά α θα 
ισ ύ ι ό ι : 

2 2

α
1 1

α α

  
=  =  =  =

+  +  +  + 
  

Ά α 
2

α
α


=

+ 
 (1)   . οια σ ο ο θο ώ ιο ί ο  έ ο  ά ι 

ά ο ά  ο ό  θα έ ο  : 

2 2

α
1 1

α α

  
=  =  =  =

+  +  +  + 
  

Ά α 
2

α
α

=
+

 . Α ό ,  έ ο  ο ού ο. 
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Π όβ η α 2ο    

ο ί ο Α  άφο  
ά α ώ  α,β,  αι  

ό ς σ ο σ ή α  
α α ο ί  ό ι ισ ύ ι  

ισό α : α
= =        

Α ό ι η         
σ ύο  οι ισό ς :      α Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ
= = = = = = = = =       
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Π όβ η α 3ο          

ο α α ά  σ ή α έ ο  ά ι σ ο ισό ο ί ο άς  
ά α ώ  α,β,  ό ς σ ο σ ή α . ο ά ο άς  έ ο  

ά ι ο  α έ ο ύ ο ο  α ί ας R αι έσα σ  α ό  έ ο  ά ι 
ισό ο ί ο άς . έ ος άφο  ο  α έ ο ύ ο α ί ας . 

α ο ο ίσ  α έθ  , , ,R,β,  σ α ήσ ι ς άς α. 
Α ό ι η  

Α ό ο  ό ο αφής α ώ ο  σ ο 
ί ο Α  έ ο  ό ι ι ή ο Α  ί αι 

ισό ο σ α ί ο αι α ισοσ ή ί α 
Α , Α , Α  αι Α . ίσ ς σ ο ο θο ώ ιο 

ί ο   ία   ί αι ο ό ς αι   αι  . 
ο ο θο ώ ιο  έ ο  :                                  
=α, =Α -Α = - =β-α αι 

( α)
2 2

−
= =  . Α ό .  θα ισ ύ ι : 

2
2 2 2 2 2 ( α)( α) α

4

3
... α (1 )

3

−
= +  − = + 

 =  +

  
Ό οια : 23α (1 )

3
=  +  , 33α (1 )

3
=  +   

 ο ο ισ ός  ,  αι R  α ο σιά ι ι ιαί  σ ο ία. 
ο sangaku α ό 
ο οθ ήθ  

σ ο  αό Sugawara σ  
ό  Ueno αι 
α ο σιάσ  

α ό ο  Hojiroya Shoemon ο 1854 
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Π όβ η α 4ο   

ο ι α ό σ ή α έ ο  ά ι σ ο 
ισοσ ές ί ο Α  ία ίσα 

ά α ά α αι έ α ά ο 
άς β. α α ο ί  ό ι β= α.  

Α ό ι η  
σ ύο  : 

α
α

= = = =
+

 (1) 
α α

Γ α
+

= = = =
+ +

 (2) 
α

α
= = =

+ +
 (3) 

Ά α α= +   (4) 
ι ή α 2= +  (5) 

    βοήθ ια   αι  άφ αι : 
2 2α

2α α α 2 α
α 2 2α

=  + = +  =
+ +

  
ό  3α=  .         
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Π όβ η α 5ο    

ο ι α ό ά ο Α  άς α έ ο  ά ι 
α ο ύ ια Α,α  αι ,α . άφο  ο ς ύ ο ς 

 έ α  αι  ό ς σ ο σ ή α. α ο ο ίσ  ις 
α ί ς  ύο ύ  σ α ήσ ι ς άς α ο  

α ώ ο .    
Α ό ι η   

ο ο θο ώ ιο ί ο Α  ισ ύ ι ό ι 
2 2

2 2 2 2 2

2

α α
(α ρ) ρ α ρ 2αρ ρ

4 4

3α 3α
2αρ ρ

4 8

− = +  + − = + 

=  =
    

έ ο  α ό ο  άθ ς σ ις ές Α  αι  ο  
α ώ ο . ό  θα ί αι = =r, = - =α-r, Α =α+r, AZ=α-r. 

Α ό . . σ ο  ισ ύ ι ό ι : 2 2 2x (α r) r (1)= − −   
Α ό . . σ ο Α  ισ ύ ι ό ι : 2 2 2x (α r) (α r) (2)= + − −   
Α ό  αι  έ ο  ό ι : 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

(α r) r (α r) (α r) 2α 2r 4αr r α r 2αr
αα 6αr r
6

− − = + − −  + − = + + +

 =  =
   



 Α Α  
Ω  Α Α  37  

Π όβ η α 6ο    
ο ι α ό  ά ο Α  άς α άφο  

α α ο ύ ια Α,α  αι ,α  αι ο ι ύ ιο 
ια έ ο  . άφο  ο ς ύ ο ς  έ α 
α σ ία  αι . α ο ο ίσ  ς α ί ς  
ύ  ς σ ά σ  ς άς α ο  

α ώ ο .    
Α ό ι η  

ο ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  ό ι α
2

=  , α ρ= −  αι 

α ρ
2

= +  ια ί ;  
Α ό . . έ ο  :

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2

α α α α(α ρ) ( ρ) α ρ 2αρ ρ αρ
4 2 4 4

α α
3αρ α 6ρ ρ

2 6

= +  − = + +  + − = + + + 

=  =  =
   

ο ο θο ώ ιο  έ ο  ό ι : α ρ '= −  , α
2

=  αι 

α ρ '= +  ια ί ;  
Α ό . . έ ο  : 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2α α(α ρ ') ( ) (α ρ ') α ρ ' 2αρ ' α ρ ' 2αρ '

2 4
= +  + = + −  + + = + + −    

2α α
4αρ ' ρ '

4 16
=  =   
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Π όβ η α ο     

ί αι ύ ος ια έ ο  Α . 
άφο  α ό α Α,  αι 
, . άφο  ύο 

ύ ο ς R
(K, )

2
 αι R

( , )
2

αι ά ο ς ο ώ ι ό ο ς 
ύ ο ς ό ς σ ο σ ή α. α 

α ο ί  ό ι  α ί α   

ι ώ  ύ  ί αι ίσ   R

6
  

Υ ο ο ισ οί  
Α ό . . σ ο  έ ο  :  

2 2 2

2 2
2 2 2

R R
(R ρ) ( ρ) ( )

2 2

R R
R ρ ρR ρ ρR

4 4

R
... ρ

6

− = + + 

+ − = + + + 

 =

    
ο α έ ιο Α ί αι ισοσ ές α ό ό ο  έ ο  

ό ι Α =R-x αι =x  ια ί;  
Α ό . . σ ο Α  : 2 2 2y (R x) (R x)= + − −  (1) 
Α ό . . σ ο  : 2 2 2y (R x) x= − −  (2) 
Α ό (1),(2) έ ο  ι ά ό ι :  R

x
6

=    
ο sangaku α ό 

ο οθ ήθ  σ ο  
αό Gifu ς ό ς Ogaki αι 
α ο σιάσ  α ό 

 Okuda Tsume  
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Π όβ η α ο   

ο ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  
ά ι ο ά ο Α . έσα 

σ ο ά ο έ  α ασ άσ ι 
ο ς ύ ο ς , , ,  αι ,r), (K,r). 

ο ί ο  άφ αι ύ ος (M,r) ώ σ ο ί ο  ο ύ ος (O,R).  
α α ο ί  ό ι ισ ύ ι  : R 2ρ=    

Υ ο ο ισ οί 
 ά α α ώ ο  ί αι ίσ   r   
ο  ί αι ό βος ό ς οι ές ο  ί αι 

ίσ ς   
α 2ρρ r , 2r ρ , r

2 2

−
= + = = = − =   

Α ό . . σ ο  έ ο  ά α ό ά ις ό ι : 
2ρ r
3

=   
α ί α  αι  ί αι ό οια ά α : 

R x R R α R 4r
x x x 4R

r α r r r
 

=  =  =  =  =   
ο ο θο ώ ιο  ί αι : 2 24R , α 4r , BE 4 R r= = = = +  , ά α 

2 2
2 24R 4r 4 R r 2R 2r 2 R r

2

+ + +
= = + + +  αι  α ί α R ο  α έ ο  

ύ ο  θα ί αι 
2 2 2 2

2 2 2 2

R BE 2R 2r 2 R r R 2r 2 R r
4 4 3

R 4r 4rR 4R 4r 4r 3R R r R ρ R 2ρ
3 3 2

= − = + − +  + = + 

+ + = +  =  =   =    =
   

To sangaku α ό 
ο οθ ήθ  σ ο 
αό ο  Akahagi Kannon αι 
α ο σιάσ  ο 

 α ό ο   Sato Naosue έ α  
α ιά ο ο 

σ ο ασ ή 
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Π όβ η α ο   

ο ι α ό σ ή α έ ο  ο  ύ ο A,R) αι α ,  
α ι ια ι ά σ ία. α ασ ά ο  ο 

ισό ο ί ο Α  αι ο  ύ ο R
( , )

2
. Έ ας 

ί ος ύ ος ,  φά αι  ύο ύ  αι ο  
ισο ύ ο  ι ώ ο , ό ς σ ο σ ή α. α 
α ο ί  ό ι  Α ί αι άθ  σ  ιά ο .  
Α ό ι η   

Έσ  ό ι  Α  ί αι άθ  σ  Α . 
ού  σύσ α α ό   α ή ο Α 

αι ο ι ό ιο ά ο α  . 
  βοήθ ια ο  σ σ ή α ος έ ο  : 

 θ ία Α  έ ι ίσ σ  y 3 x=   (;), 
Α ,  , R( ,0)

2
−   αι έσ  ό ι α,β)  

β> . Α ί α ί ο  ό ι α= . 
σ ύο  οι ισό ς : 

2 2
2 2 2 2 2

2 2 2

R R R R RK ρ (α ) ρ α αR ρ ρR
2 2 2 4 4

α αR ρ ρR (1)

= +  + + = +  + + + = + + 

+ + = +
  

2 2 2 2 2 2AK R ρ α R ρ α R 2ρR ρ (2)= −  + = −  + = − +   
3α

KZ ρ ρ 2ρ 3α 2ρ 3α (3)
2

−
=  =  = −  = +   (1)-(2) : 2αR 3ρR R α 3ρ R (4)= −  = −   

(4)

(3) 2ρ 3 (3ρ R) (5) = +  −     
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(4),(5)

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

(2) (3ρ R) [2ρ 3 (3ρ R)] (R ρ)

(3ρ R) 4ρ 3 (3ρ R) 4 3 ρ (3ρ R) R 2ρR ρ 0

(3ρ R) 3 (3ρ R) 4 3 ρ (3ρ R) (3ρ 2ρR R ) 0

(3ρ R) 3 (3ρ R) 4 3 ρ (3ρ R) (3ρ R)(ρ R) 0

(3ρ R)(3ρ R 3(3ρ R) 4 3 ρ

 − + +  − = − 

− + +  − +   − − + − = 

− +  − +   − + + − = 

− +  − +   − + − + = 

− − + − + 

2

ρ R) 0

(3ρ R)[(13 4 3)ρ 3R] 0
R 3Rρ ρ
3 (1 2 3)

+ + = 

− + − = 

= =
+

  
Α  Rρ

3
=  , ό  α=  αι 2R

3
= ,  ά α  Α ί αι άθ  ς Α . 

Α  
2

3Rρ
(1 2 3)

=
+

 α α ή ο  ό ι 
2

4(1 3)Rα
(1 2 3)

− +
=

+
 αι 

2

6 4 3 R 0
(1 2 3)

− −
= 

+
 ά ο ο.                
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Π όβ η α ο    

ο ι α ό ύ ο ,  έ ο  
α ασ άσ ι έσσ α ή α α 

Α , ,  αι  ή ο ς α, ο  
ί ο  ο  ύ ο σ  έ  ίσα έ . 

Α  ο έ α α ό α ά ί αι ο ά ο 
Α , α ο ο ίσ  ο ή ος α.      

Υ ο ο ισ οί  
Α    ά ο  α ώ ο  ό  

ισ ύ ι : 
2

2 πρ π
x x ρ

5 5
=  =   

ού  σύσ α σ α έ  
 α ή ο έ ο . ο σ ίο  έ ι 

σ α έ ς 
ρ π ρ π

( , )
2 5 2 5
   . 

ο σ ίο  θα β θ ί ς σ ίο 

ο ής ς θ ίας 
ρ π

x
2 5

=   αι ο  

ύ ο  2 2 2x y ρ+ =  , α αι ώ ας α 
έ ι α ι ή α έ .                                                                                                                 

ύ ο ας ο σύσ α  ισώσ  έ ο  ό ι :  =
ρ π π

( , ρ 1 )
2 5 20
 −  −   

ό  = 
π πρ ( 1 )
20 20

 + −    
To sangaku α ό 
ο οθ ήθ  σ ο 
αό Katayamahiko 

σ  ό  Okayama αι 
α ο σιάσ  

α ό ο  Inie Shinjun ο  
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Π όβ η α ο   

ο ι α ό σ ή α α ο σιά αι 
ία θ ία  αι ύο ά α 

άς α. ά  σ  α ά έ ο  
α ασ άσ ι ύ ο ,α . Έ ας 
ύ ος ,R) φά αι ο  ύ ο  

,α , ς θ ίας  αι ιέ αι 
α ό ο σ ίο Α, ό ς σ ο σ ή α. α 

ο ο ίσ   α ί α R σ α ήσ ι 
ο  α.  

Υ ο ο ισ οί  
Α ό . . σ ο ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  : 

2 2 2 2 2x (R 2α) R x 4αR 4α (1)+ − =  = −   
Α ό . . σ ο ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  : 

2 2 2

2 2

(x 2α) (R 3α) (R α)
8αR 12α x 4αx (2)
+ + − = + 

= + +
  

Αφαι ώ ας α ά έ  ις ,  έ ο  ι ά ό ι : 
x R 2α (3)= −   

ό  α ό   έ ο  ό ι : 
2 2 2(R 2α) (R 2α) R ...

2α 2
R

2 1

− + − = 

=
−

       
ο sangaku α ό 
ο οθ ήθ  σ ο  
αό Shimizu αι 
α ο σιάσ  ο 

 α ό ο  Kobayashi Nobutomo 
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Π όβ η α ο     

ις ίσοι ύ οι α ί ας  
άφο αι σ ο  ύ ο ,R . α 

ο ο ίσ   α ί α  
σ α ήσ ι ς α ί ας R.  
Υ ο ο ισ οί       

Έσ  , ,  α σ ία αφής  ιώ  
ύ   ο  ύ ο ,R). ο ί ο 

 ί αι ισό ο ί ο 
α έ ο σ ο  ύ ο ,R) , ά α 

R 3=  . α ί α Α  αι  ί αι 
ό οια ά α :  

Γ R ρ 2ρ
...

R R 3

3ρ R
2 3

−
=  = 

 = 
+
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Π όβ η α ο     

Έ α ά ο α ί ι ώ αι ώσ   
ο φή Α α έσ ι σ  θέσ  Α  ά  σ  

ά  ό ς σ ο σ ή α . Α   ά 
Α  έ ι   σ ο , α α ο ί  ό ι  

α ί α ο  α έ ο  ύ ο  ο  
ι ώ ο  Α  ί αι ίσ   ο ή α =a.   

Α ό ι η   
α ο θο ώ ια ί α  αι Α  ί αι 

ό οια ά α α  ο ο άσ   =α,  =β 
αι  =  ό  θα ά ι έ ας 

α α ι ός α ιθ ός  ώσ  α ί αι = β, 
Α =  αι Α = α. 

ι ή = Α  έ ο  :  
2 2 2

2 2 2

α α (α ) α
α ( α )(α )

α (α )(α )
(α ) (α ) (α )

α

+ + = +  − = + − 
+ − + − +

=  = 
− − +

+ + − + +
=  =

−

  
Ά α α + +

=   
 α ί α ο  α έ ο  ύ ο  ί αι ίσ   - α, ό ο    ι ί ος, ά α  

2 2

2 2 2

α α (α )( α) ( ) αρ α
2 2 2 2

2 α 2 '
2 2

+ + + − + + + − + −
= − = = = =

+ + −
= = = =
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Π όβ η α ο    

ί αι ά ο Α . ού   ο έσο ς 
 αι ο ο ά ο   ο σ ίο ο ής ς  αι 
ς Α . α ο ο ίσ   α ί α ο  

α έ ο  ύ ο  ο  ι ώ ο  Α  
σ α ήσ ι ς άς α ο  α ώ ο . 

2αρ
3 5 8

=
+ +

    
Α ό ι η  

α ί α  αι Α  ί αι ό οια  ό ο 
ο οιό ας / .  
Ά α Α =α , 2 2 α 5 α 5

3 3 2 3
= = = αι 

2 2α 2Γ
3 3

= =  .  
ό   ι ί ος  ο  ι ώ ο  Α  ί αι 
3α α 5 α 8

6

+ +
=  .  

ο βα ό  ο  ί αι 
2

ο1 1 2α 2 2 α45 α
2 2 3 2 3

=   =    =  
Α ό ο  ύ ο =  έ ο  ι ά ό ι : 

2α 3α α 5 α 8 2αρ ρ
3 6 3 5 8

+ +
=   =

+ +
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Π όβ η α ο    

ί αι ά ο Α  αι α ισό α ί α Α  
αι  ό ς σ ο σ ή α . α ασ ά ο  ο ς 

α έ ο ς ύ ο ς  ι ώ  Α  αι . α 
α ο ί  ό ι  α ί α ο  ός ί αι ι άσια ς 
α ί ας ο  ά ο . 
Α ό ι η   
Ας α α ήσο  ό ι ο ί ο Α  ί αι ισοσ ές 

ίσ ς ισ ύο  :  
α 3

2
=  ύ ος ισο ύ ο  ι ώ ο  

Ά α α 3 α (2 3)α
2 2

 −
= − =  ο ό   α (2 3)=  −  αι 

Θ α ( 3 1)= =  − . Α ό . . σ ο  έ ο  ό ι 

α ( 3 1) 2Γ
2

 − 
=   ά α Γ α ( 6 2)=  −  . 

ο Α  ί ο   Α  αι ις ί ς ο , θα ο έ ο   
ι ο ία. 

σ ύ ι ό ι 
ο ο ο75 45 60

Θ Θ
= =   

ο ο ο ο ο ο ο 6 275 (45 30 ) 45 υ 30 υ 45 30
4

+
= + =  +  =  

ό  2

2α( 3 1)
2α( 3 1)2 α( 3 1)

6 2 3 1

4

−  −
= = = −

+ +
               ( ) 2 2

3α( 3 1) 2α 3 3 1 α 3 ( 3 1) α 6 ( 3 1)2Θ
26 2 2 ( 3 1) 2

4

−   −  −  −
= = = =

+  +
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2
2 α 6 ( 3 1) α( 3 1)(2 2 3 2 6 ( 3 1))

2 α( 3 1) α( 3 1)
2 2

α( 3 1)(2 3 3 2 6)
2

 − − + − +  −
= − + − + = =

− + −
=

  
ίσ ς θα ισ ύ ι αι ο 2υ 360 υ α( 3 1)

2
=  =  −   

αι 
2 3

21 1 3 α 3 ( 3 1)υ Θ α ( 3 1) α ( 3 1)
2 2 2 4

  −
=  =    −   − =   

Α ό ο  ύ ο =  έ ο  ό ι :  
2 3

2

α 3( 3 1)
α 3( 3 1)4ρ

α( 3 1)(2 3 3 2 6) 2 3 3 2 6
4

−
−

= = =
− + − + −

 (1)  
α ο έ ο  α ό οια σ ο ί ο  , ισ ύ ι ό ι : 

ο ο ο15 135 30
Γ Γ

= =     ο ο ο ο ο ο ο 6 215 (45 30 ) 45 υ 30 υ 45 30
4

−
= − =  −  =   

ό  =α , α( 3 1)
2

−
=  αι α 2Γ

2
=   

αι α( 3 1) α 2 α
2 ' α (1 2 3)

2 2 2

−
= + + = + +   

ο υ ' α( 3 1)30 υ '
4
−

=  =   ,  21 1 α( 3 1) α ( 3 1)' υ ' Γ α
2 2 4 8

− −
=   =   =   

2α ( 3 1)
' α( 3 1)8ρ '
' α(1 2 3) 2(1 2 3)

4

−
−

= = =
+ + + +

 (2) 
Α ό  αι  έ ο  ό ι =  ια ί;   
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Π όβ η α ο   
ο α α ά  ί αι έ α ι ιαί ο sangaku ιό ι ός α ό αθ α ι ά ο ια ί ι 
 ά ο  α ό αισθ ι ής ά ο ς α ο σίασ  ο  θέ α ος.  

« Έ α φί ι ύο έ α α ύ οι ά αι έ ο ας ι θ ί ία φο ά ύ  α ό έ α 
α ί έ ο  ο  έ ι σ ή α ι ι ό. ο έ ος ο  φι ιού ο   ί αι 

ύ  α ό ο α ί έ ι ή ος όσο αι  ιά ος ο  α ιού . α β ί   
ιά ο  ο  α ιού.»  

Α ά ηση  
σ ύ ι ό ι : 2πx x 2 x

π 1
+ =  =

+
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Π όβ η α ο    

ύο ίσοι ύ οι ,  αι ,  φά ο αι α ύ ο ς αι 
σ ις ές ο  α ώ ο  Α . α ασ ά ο  έ α  

ί ο ύ ο, ό ς σ ο σ ή α. α α ο ί  ό ι οι ις 
ύ οι ί αι ίσοι.    

Α ό ι η  
ού  σύσ α σ α έ   α ή 

Α , , ο ό  ,α  
Έσ  ό ι   έ ι ίσ σ  y x α= +  αι 

α α( , )
4 4

=  ια ί;  αι α( ,α ρ)
2

= − . 
σ ύ ι ό ι : 2

2

α α α
α α4 4

d( , )
4 41

α α 43 1 ...
4 4 3

− −
=  = 

+

 + =  +   = −

  
Ά α : 4

y x α
3

= − +  . 
ι ή 

3(α ρ) 2α 3α α
d(O, ) ρ ρ 2α 3ρ 5ρ ....ρ ρ α

5 4

− + −
=  =  − =  = = −   

Ά α αρ
4

=  , α ή ο ί ος ύ ος ί αι ίσος  ο ς ύο α ι ούς.      
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Π όβ η α 8ο      

ις ίσοι ύ οι έ ο  αφ ί έσα σ ο ά ο 
Α  άς α. α ο ο ίσ   α ί α   
ύ  σ α ήσ ι ς άς α ο  α ώ ο .   

Υ ο ο ισ οί  
ού  ο θο α ο ι ό σύσ α 

σ α έ   Α , , ,  αι , . 
Α  ,  ό   ίσ σ  ς  ί αι :                    

+ - = .  ίσ σ  ς α α ή ο  α ό 
ο  ί αι + - = , ώ οι ά ς θ ί ς 

ι ή ί αι οι σ ι ές ο ς ς ος 
 ι ο ό ο θα έ ο  ισώσ ις : + -1=0 

αι + - = . ο έ ο  ο  « σαίο » 
ύ ο  έ ι σ α έ ς / , / , ώ ο 
έ ο ο  « ώ ο » ύ ο  ί αι , , 

ό ο    α ί α  ίσ  ύ .  
σ ύο  οι ισό ς : 

2 21 1
d( , ) ρ ρ 1 1 2ρ 1 (1)

2 2
=  +  − =  +  − =  +   

2 2d(M,EB) ρ ρ ρ ρ 1 ρ ρ ρ 1=  + − =  +  − − =  +  (2) 
Α ό ο σύσ α  ύο ισώσ  α α ή ο  σ ις σ έσ ις 3 1ρ

2 2

−
=

+
   ο 

 α α θ ύ ι  ίσ σ  3 24 3 6 3 0− + − =  (4) , ίσ σ  ο  ί ι ύσ  :                              ̴ .   ο οία   σ ι ά ς ί ι ι ή σ ο   ̴ . . Ά α ι ά σ ο 
ά ο άς α  α ί α  ί αι = . α !  
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Π όβ η α ο   

ο ι α ό σ ή α οι έσσ ις ύ οι ί αι ίσοι. Α  
α ί α Α , Α  αι Α  ί αι ίσα, α β ί   

α ί α   ύ  ς σ ά σ  ς άς α 
ο  ισο ύ ο  ι ώ ο  Α .  

Υ ο ο ισ ός  
α ί α Α  αι 1 2 3 ί αι ισό α ια ί;  
ο 3  ί αι ο θο ώ ιο α α ό α ο 

ια ί;  ά α // 3  αι ι ή  3  ί αι άθ  
ς 1 2 θα ί αι αι   ά α   ί αι 

φα ό  ο  1, , ά α ιέ αι α ό ο σ ίο 

αφής . ό  1 2
3

3
2


= =   

ό   α α ή  έ ο  ό ι 
ο

33 30= =  ο ό  3 32 2ρ= =  , 
ο ό  ό  ο  α α ο ά ο  3 1) 

1 3 4ρ=   αι 

1 3
3

3 4ρ 3 2ρ 3
2 2


= = = =  . ύ ο α 

ώ α ί ασ  σ  θέσ  α α α ή ο  αι σ  ισό α 3' ' 2ρ 3= = =   (2). 
ίσ ς ισ ύο  : 

3.Θ. ' ρ 3' ' ' ...
3

= = = =   (3) 
Α ά σ ο ί ο Α  ισ ύ ι ό ι ρ 3 ρ 3' α α α

3 3
= −  = −  = +   (4) 

ι ή  : 3( 'Γ) ( ' 'Γ ') ( Γ) 3 ( ρ) ( ' 'Γ ') ( Γ)+ =    + =  έ ο  ό ι : 
2 2 2 2

2ρ 3 (2ρ 3) 3 α 3 α 3
3 (αρ ) ... 4 3 ρ 3αρ 0

3 4 4 4


 + + =    + − =   

Α ό ό ο  έ ο  ό ι : α ( 21 3)ρ
8 3

 −
=   
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Π όβ η α 40ο    

ο ι α ό ά ο άς α έ ο  ά ι ύο 
ι ύ ια ια έ  Α  αι Α αι έ α α ο ύ ιο, 

ό α σ ι ά ο  α ώ ο .  σ έ ια 
άφο  ο  ύ ο ,  ό ς σ ο σ ή α.                             

α α ο ί  ό ι ισ ύ ι  ισό α : 4ρ α
33

=     
Α ό ι η  

ού  ο θο α ο ι ό σύσ α σ α έ .  
 βάσ  α ό έ ο  ό ι , , Α , .  
ό  θα ί αι αι 1( ,0)

2
=  , 1(0, )

2
=  .  

Α  = x,y) ό  ι ή ισ ύο  οι ισό ς : 

1 ρ= −  , 1 ρ
2

= +  αι 1 ρ
2

= −  θα 

α α ή ο  σ ις α α ά  ισώσ ις. 
2 2 2 2 2d(O,B) 1 ρ (x 1) y 1 ρ x 2x y ρ 2ρ (1)= −  − + = −  − + = −   

2 2 2 2 21 1 1
d(O,K) ρ (x ) y ρ x x y ρ ρ

2 2 2
= +  − + = +  − + = +   (2) 

2 2 2 2 21 1 1
d(O, ) ρ x (y ) ρ x y y ρ ρ

2 2 2
= −  + − = −  + − = −   (3) 

ύ ο ας ο σύσ α  ιώ  ισώσ  … α α ή ο  σ ις ισό ς : 
4 4 20ρ , x , y
33 11 33

= = =  .                                                                                                                      
Ά α ι ά θα ί αι 4ρ α

33
=   , ό ο  α  ά ο  α ώ ο . 
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Π όβ η α 41ο  

ο ι α ό σ ή α έ ο  ύο ό ο ς 
ύ ο ς α ί ας R. ο σ ι ό ο ς 

άφο  ις ίσο ς ύ ο ς α ί ας , ό ς 
σ ο σ ή α. 

α ο ο ίσ   α ί α  σ α ήσ ι ς R.  
Υ ο ο ισ οί  

α ί α  αι  ί αι ίσα ια ί; . Ά α = = . 
ό ς σ ο ο θο ώ ιο ί ο  ισ ύ ι ό ι : 

2 2Γ x ρ 2R x 2ρR=   =   =   
ι ή  :  

k ρ
2

Γ x 2R 3ρ x 2R 3ρ 2ρR

3ρ 2R ρ 2R 0 3k 2R k 2R 0
=

= +  = +  = + 

+  − =  +  − =
  

Α ό ό ο  έ ο  ό ι :  
k ρ

22R ( 13 1) R
k ρ ( 13 1)

6 18

= −
=  =  −             
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Π όβ η α 42ο    

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι έ  ά α. 
α α ο ί  ό ι ο βα ό  ο  ι ώ ο   αι ο 
βα ό  ο  α ώ ο   ί αι ίσα.  

Α ό ι η   
Βασι ή ό αση : Α  έ ο  ύο ά α ό ς σ ο σ ή α   
οι ή ία ο φή ο ς ό  α σ α ι ό α ί α έ ο  ίσα 

βα ά, ιό ι : 
1 2

1 1

2 2

=

=    =    =    
σ ύο   
α ί α  αι  ί αι ίσα ια ί;  

( ) ( ) ( ) ( )= = −  (1) 
2α

( ) (2α 2 ) (α )
2

+
=  + = +   (2) 

2 2 2 2 2 2 2

( ) ( Γ ) (Γ ) ( Θ ) ( Θ ) ( Γ) (Θ ) ( Γ Θ)
α

4( Γ ) α 4 α (α )
2

= + + + + + + =


= + + =  + + + = + +
   (3) 

Α ό , ,  έ ο  ι ά ό ι =       
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Π όβ η α 43ο    

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι έσσ α ά α 
ώ  α,β,  αι . α α ο ί  ό ι :

2 2 2 2α 2( )+ = +    
Α ό ι η  
Α ό ό ο σ ι ό  σ α ί α  αι  έ ο  ό ι: 

2 2 2Γ: α 2 υ (1)= + −    
2 2 2: 2 υ= + −   (2) 

ι ή οι ί ς ,θ ί αι α α α ι ές ισ ύ ι ό ι: 
υ υ= −  , ο ό  οι ,  άφο αι : 
2 2 2α 2 υ= + −  αι  2 2 2 2 υ= + +   
οσθέ ο ας α ά έ  έ ο  ό ι :  

2 2 2 2α 2( )+ = +              
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Π όβ η α 44ο    

ο ι α ό σ ή α έ ο  ο  ύ ο ,R) αι έ ο  ά ι 
έα ίσο ς ύ ο ς  ό ς σ ο σ ή α  α ο ο ίσ   

α ί α  ς σ ά σ  ς α ί ας R.    
Υ ο ο ισ οί    

Α ό . . σ ο ο θο ώ ιο ;  ί ο  έ ο  ό ι :  
2 2 2 2 2 R (2 2 1)2(R ρ) (4ρ) ... ρ

7

 −
+ =  − =   =                
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Π όβ η α 45ο   

 ύ ο ,R) α ασ ά ο  ύο ι ώ  ισό α 
ί α  ές Α =α αι =  ό ς σ ο σ ή α  

α β ί  ο  ό ο  ά  α, . οια  σ έσ  
 ά  α ώ    α ί α  R ο  ύ ο ;  

Υ ο ο ισ οί 
ί ο  ό ι  ά ισο ύ ο  ι ώ ο  

α έ ο  σ  ύ ο α ί ας R ί αι R 3=  . Ά α  ά Α  ο  

ισο ύ ο  ι ώ ο  Α  ί αι ίσ   : R 3

2
=  . 

σ ύ ι ίσ ς ό ι : 
2

2 2

2 2

R 3 R 3 3R R 3Θ ( ) ( )
2 2 4 2

R 3 ( 5 1)
4 2R 3 3R 0 ...

4

 =   =  +  =  + 

 −
+ − =   =

  
ό  

R 3
α 2 5 12

Θ 2R 3 ( 5 1) 5 1

4

+
= = = =

 − −
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Π όβ η α 46ο   

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι 
έσσ ις ύ οι α έ οι σ  
ύ ο ,R) αι α ύ ο ς έ ας 
ι ό ος ύ ος α ί ας r.                          
α β ί   α ί α r ς σ ά σ  
ς α ί ας R.  

Υ ο ο ισ οί 
Α ό . . σ ο ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  : 

2 2 2 2 22 (2ρ) (2R 2ρ)

... ρ R( 2 1)

+ =   = − 

 = −
  H AO ί αι ιά σος ο  Α  ά α : R (2 2)=  −   

ό  θα ί αι αι 
ρ r R (2 2) R ( 2 1) r R (2 2)

r R(2 2 2 1) r R(3 2 2)

+ =  −   − + =  − 

= − − +  = −
              

Sangaku α ό 
το  αό Iasaniwa Jinjya 

 ιαστάσ ις 
Χ  . 
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Π όβ η α 47ο   

ο ι α ό σ ή α έ ο  ο ο θο ώ ιο ί ο 
Α  σ ο ο οίο έ ο  φέ ι ο ύ ος Α . 

άφο  α ά α  αι  ό ς 
σ ο σ ή α. α α ο ί  ό ι Α =Α .  
Α ό ι η    ο ά ο Α  ί αι ά ι ο ιό ι 

οΓ 90= =  (;) 
ό  θα ί αι ο45= =   αι 

ο45= =  , ο ό  ο Α  ί αι 
ο θο ώ ιο αι ισοσ ές, ά α Α =Α .                 
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Π όβ η α 48ο  

ο ι α ό ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  ά ι 
ο ά ο Α  αι ο ς α έ ο ς ύ ο ς 
,  αι ,R) σ α ύο ί α ο  σ α ί ο αι. α 

β θ ί  ά ο  α ώ ο  α ς σ ά σ   
α ί   αι R.  

Υ ο ο ισ οί  
ο ο θο ώ ιο  ισ ύ ι ό ι : 

1ρ Γ= −  ,                     
σ ο ο θο ώ ιο  ισ ύ ι ό ι : 2R = −    1, 2, οι ι ί οι  ύο ι ώ .  
Ά α : 

1 2ρ R ( Γ Γ ) ρ R α
ρ R r

+ = + − +  + = −
 + =

  ,ό ο    ι ί ος ο  Α  αι r  
α ί α ο  α έ ο  ύ ο  ο  Α . 

σ ύ ι ίσ ς ό ι 
( ) ( Γ ) ( )

( Γ) ( ) ( Γ ) 2( ) 1 2
( Γ) ( Γ) ( Γ)

= + +  = + +  , ό α ό ς α 

ί α α ά ί αι ό οια ά α ο ό ος  βα ώ  ο ς ί αι ίσος  ο 
ά ο ο  ό ο  ο οιό άς , α ή : 

2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

R ρ x x x 2
1 ( ) ( ) 2( ) r R ρ 2( x 2)

r r r 2

2 ρRx (2 2)
(R ρ) R ρ 2 4Rρ x (2 2) x

4 2 2

x (2 2) Rρ

+ +
= + +  = + + − 

 −
+ − − =  =  −  =

−

 = + 
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Π όβ η α 49ο  

ο ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  ά ι, ο 
ο θο ώ ιο α α ό α ο  αι ο ς 

ις α έ ο ς ύ ο ς , 1 , , 2  αι 
, 3 , ό ς σ ο σ ή α . α α ο ί  ό ι ό α  

ο ο θο ώ ιο α α ό α ο έ ι ο έ ισ ο 
βα ό  ό  ισ ύ ι  σ έσ  : 2 2 2

1 2 3ρ ρ ρ+ =    
Α ό ι η  

ού  ο θο α ο ι ό σύσ α 
σ α έ , αι θέ ο  Α= , , = , , k,0)  αι  θ ία  α έ ι ίσ σ  
y mx 1= +  .                                                                                      H H  ι ή ί αι α ά  ς  αι 
ιέ αι α ό ο  θα έ ι ίσ σ  y mx mk= −  

, ό ο  ο σ ίο  ί αι ο = ,-mk). 
ο βα ό  ο   ί αι α ό  σ έσ  

d( , Γ) d( , )=   =    
ό  : 

2 2 2 2

2

0 mk 1
E(k) k m k E(k) k (mk 1) E(k) mk k

1 m

− −
= +   =  +  = +

+
  

 E '(k) 2mk 1= +  , ο ό   σ ά σ  E(k) θα α ο σιά ι max σ ο 1
k

2m
= −  

, α ή ό α  ο  ί αι ο έσο ς Α  , ο ό  αι ο  έσο ς Α . 
ό  έ ο  : 

*
2 2 2 2 21 2 1 2

1 2 3 1 2 3

3 3 3 3

r r E E
r r r ( ) ( ) 1 1 E E E

r r E E
+ =  + =  + =  + =  (1) 

* α ί α , Α  αι ,Α  ί αι ό οια, ά α ο ό ος  βα ώ  ο ς 
ί αι ίσος  ο  ό ο ο οιό άς , ά α  ο ό ο ύο ο οιο ή ο  

α ίσ οι  θώ  ο ς  
Α  φέ ο  ο ύ ος Α  ο  Α  ό  α ί α Α  αι  ί αι ίσα , ό ς αι 
α Α  αι , ά α αι ισ βα ι ά , ο ό    α θ ύ ι!   
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Π όβ η α 50ο   

ο ι α ό ά ο Α  έ ο  α ασ άσ ι 
σ ι ά ο  ισό ο ί ο άς Α . ίσ ς 
α ασ ά ο  ο  α έ ο ύ ο ,R) ο  

ισο ύ ο  ι ώ ο  αι α ό α ύο ίσο ς ύ ο ς  
έ α  αι  αι α ί ας  αι έ α  ι ό ο έ ο  , 

ό ς σ ο σ ή α. α ο ο ίσ   α ί α   ύο ίσ  
ύ  σ α ήσ ι ς α ί ας R.  

Υ ο ο ισ οί  O ύ ος ,R) ί αι α έ ος σ  ισό ο ί ο 

ά α, ά α θα ισ ύ ι ό ι : α 3
R

6
=  (1) 

ο ί ο  ά  ο  ισο ύ ο  ι ώ ο  αι 
ο ο ά ο   ο σ ίο ο ής ς οέ ασ ς   . 

ο ο θο ώ ιο ί ο   ία  ί αι ο , ά α α  
ο ο άσο  =  ό  =  . Α ό .  έ ο  ι ά ό ι 

α
x

3
= .  ύ ος ,  ί αι ο α έ ος σ ο 

ί ο  ύ ος ά α θα ί αι : 
α 2α α 2αα α

2α α( 3 1)3 3 3 3ρ
2 23 2 3

+ + + −
−

= − = =  (2) 
Α ό  αι  έ ο  ι ά ό ι : ρ R ( 3 1)=  −          
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Π όβ η α 51ο   

ο ι α ό σ ή α έ ο  ις ίσο ς ύ ο ς , , , , 
, , αι ο ισοσ ές ί ο . έσα σ  α ό έ ο  

ά ι ο ς ύ ο ς ,r) αι ,r). α α ο ί  ό ι =r.  
Α ό ι η     

ι ή οι ις ύ οι σ  βάσ  ο  α ώ ο  Α  

ί αι ίσοι οι α ί α ο ς θα ί αι αρ
6

=  .  
Α ό . . σ ο  έ ο  ι ά ό ι 5α

x
6

=  . 
 ύ ος ,r  ί αι α έ ος σ ο ο θο ώ ιο 

 ά α 

α 2α 5α
5α α2 3 6r x ... ρ

2 6 6

+ +
= − = − = = =              
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Π όβ η α 52ο    

ο ι α ό ύ ο έ ο  φέ ι  α ί α  άθ  σ  
ιά ο Α . ού   αίο σ ίο ς  αι  ο 

σ ίο ο ής ς   ο  ύ ο. άφο  ύ ο , , 

ό ς σ ο σ ή α. α α ο ί  ό ι 1 1 1

ρ
= +    

Α ό ι η  
σ ύο  οι ισό ς :  

2 2 2Γ ( ) 2R A 2R (1) =    + =  +  =   
(x R) =  +  (2) 

2 2 2A x R= +   (3) 
Α ό ,  αι  έ ο  ό ι : 2 2x R x R+ + =   (4) 

ίσ ς α ό α ό οια ί α :  αι Α ισ ύ ι : ρ ρ R
R x x


=  =   (5) 

ο  α ό . . : 
2 2(5)

2 2 2 2

2

ρ Rρ ρ
x


= + = +   (6) 

ο  α ό . . : 2 2 2(R ρ) x= − −   (7) 
Α ό  αι  έ ο  

2 2 2
2 2 2

2

ρ R xρ (R ρ) x ... R
x x ρ


+ = − −   =
−

 (8) 
Α ό  αι  α α ίφο ας ο  R έ ο  :  

2 4
2

2

x x
x x ... ( x ρ ρx)(2x ρ) 0

x ρ (x ρ)
1 1 1

2x ρ απορρ π α x ρ ρx 0
ρ x

+  + =   − − − = 
− −

= − − =  = +
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Π όβ η α 53ο  

 ύ ο ,R) άφο  ύο ίσο ς ύ ο ς ,R/2) αι ,R/2).  σ έ ια 
άφο  ο  ό βο Α   α σ ία Α,  σ ο  ύ ο ,R) αι ις ές ο  α 

ί αι φα ό ς  ύο ίσ  ύ . έ ος άφο  ύο ίσο ς ύ ο ς 
,  αι , , ό ς σ ο σ ή α. α β θ ί  α ί α  σ α ήσ ι ς α ί ας R. 

Υ ο ο ισ οί 
α ί α Α  αι Α  ί αι ό οια  ό ο ο οιό ας /  
ια ί; , ά α α  ο ο άσο  =  αι =y θα έ ο  : 

R
2 2x y

2
=  = +  (1) αι 2 2y x R=  = +  (2) 

Α ό  αι  έ ο  ό ι : 2R 5R
x , y

3 6
= =  . 

α ί α  αι  ί αι ό οια ο ό  : 
HZ HZ
R 5R R 2Ry x

2 6 2 3

= =  = =   (3) 
Α ά R 5R R R

y
2 6 2 3

= +  = −  =  (4) , ο ό  α ό   θα έ ο  αι 

R

4
=  αι 5R

12
=  .  

ο ί ο  έ ι ι ί ο 2R

3
=  αι βα ό  

2R

12
=  , ά α 

Rρ ...
8

= = =   
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Π όβ η α 54ο  

ί αι ο θο ώ ιο ί ο Α  α έ ο σ  
ύ ο , . α ασ ά ο  ύ ο ο  φά αι 

 ύο άθ  ώ  ο  ι ώ ο  αι ο  
ύ ο  , . Α  r  α ί α ο , α α ο ί  ό ι : 

r α= + −   
Α ό ι η 

ού  ο θο α ο ι ό σύσ α σ α έ   
ο ο οίο ο ί ο  Α , , ,β  αι , .  ίσ ς θα ί αι ( , )

2 2
=  αι  (ρ,ρ)=   

Α ό . . σ ο ο θο ώ ιο  έ ο  :  
2 2 2

α
R

2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2

(R ρ) ( ρ) (ρ )
2 2

α ρ αρ ρ ρ ρ ρ
4 4 4

ρ ρ ρ αρ ρ α

=

= + 

− = − + − 

+ − = + − + + − 

= + −  = + −

    
ι ή  α ί α ο  α έ ο  ύ ο  ο  

ο θο ίο  ι ώ ο  Α  ί αι α
r α

2

+ −
= − =  

α α αβαί ο  ό ι ισ ύ ι ρ 2r=  , αι ό ι ο έ ο 
ο  Α  ί αι ο έσο ς Α ια ί;        
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Π όβ η α 55ο  

ί αι ο θο ώ ιο α α ό α ο ιασ άσ  α α α 2  . άφο  ο  
ύ ο ,α/  ό ο   ο έ ο ο  α α ο ά ο  αι α ι ύ ια 
ια έ  Α  αι , ό ς σ ο σ ή α.  ο  ό ο α ό α ασ ά ο αι ύο 

ίσ οι , α ο ο ίσ  ο βα ό  ο ς ς σ ά σ  ο  ή ο ς α. 
Υ ο ο ισ οί  

 άθ  έ ας α ό ο ς ίσ ο ς ο ί α 
ο ο ισθ ί α  α ό έ α ι ύ ιο ια έ ο  α 

αφαι έσο  έ α ι ό ή α , ά α ισ ύ ι : 
2

2

απ( ) πα2( ) ( ) ( )
2 8

= − = −  (1) 
ο ι ό ή α ο ο ί αι α  α ό έ α 

α ο ύ ιο α ί ας α 2
2

 ;  αφαι έσο  ο 

ί ο , ά α ισ ύ ι : 
2

2

α 2π( )
1 α 2 α 2 α2( ) ... (π 2)

4 2 2 2 8
= −   = =  −  (2) 

Α ό  αι  έ ο  ι ά ό ι : 
2α

( )
4

=  . 
Ά α ο ίσ ος α ός α ί αι. ο όβ α α ό οιά ι  α α ίσ οι α 

οβ ή α α ίσ  ο  ο ά ο ς ο  ίο .  σ ι έ ος ίσ ος  
σ ι α βά αι σ  σ ο ή  ίσ  ο  ο ά . 

Sangaku α ό 
τη  α χία 

της Fukusima 
χ ο ο ο ίται 

το 3  
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Π όβ η α 56ο  

ο α α ά   ο θο ώ ιο ί ο έ ο  ά ι ο  α έ ο 
ύ ο ο . α ασ ά ο  ισό ο ί ο , ό ς σ ο σ ή α. α 

ο ο ίσ   ά  ο  ισό ο  ι ώ ο  σ α ήσ ι  
ώ  ο  Α . 

Υ ο ο ισ οί   έ ο  ο ύ ος , ο ό  x

2
=  . ο ά ο  

=  αι = . Α ό α ό οια ί α  αι Α  ισ ύ ι 

ό ι : 

x 3
Γ Γ 2

Γ Γ α
= =  = =  , α ό ό ο  

α α ή ο  σ ις ισό ς : αx 3
2

=  αι x 3
2

=  . 
 ί ος ο  ι ώ ο   ί αι x x

2
+ + +  α ά αι ίσ   2 ΓΘ α α = + −  

ια ί; . 
Ά α αx 3 x 3 x 2 (α )

x α α ... x
2 2 2 3 (α ) 3

 + −
+ + + = + −   =

+ +
  

 ί ο -4-   ά ο  ισο ύ ο  ι ώ ο  θα ί αι … 2 ( 3 1) −       
Sangaku στο  

αό Yoshifuji Mishima 
Νο α χία Ehime 
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Π όβ η α 57ο     

ο α α ά  ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ι α ασ άσ ι ο  
α έ ο ύ ο ο  αι ά ο ς ις ύ ο ς ό ς σ ο σ ή α. 

α ο ο ίσ   α ί α ο  ι ό ο  ύ ο  σ α ήσ ι  
ώ  ο  ο θο ίο  ι ώ ο .    Υ ο ο ισ οί   

Α ό ο ού ο sangaku ί ο  ό ι 

12 ρ ρ=   αι 
2 1

1 1 1

ρ ρ ρ
= +  , ο ό  

α  ο ο ίσο   α ί α = 1 
ο ού  α ο ο ίσο  αι  α ί α 

ο  ι ό ο  ύ ο . 
Α ό α ό οια ί α Α  αι Α  έ ο  :  

1 21
1 1 1

2 2

1 1 1

2 ρ ρ ρρ ρ ρρ ρ 2ρ ρρ ρ
ρ ρ

ρ
(ρ )ρ 2ρ ρ ρ ρ( ρ) 0 ... ρ (1 ρ ( ρ) )

ρ

−  −
=  =  − = − − 

−

− −  + − =   =  − + −
−

  
ό  1

2

1

ρ ρ
ρ

ρ ρ


=
+

 , ό ο  αρ
2

+ −
=  . 

Ας φα όσο  ο ς ύ ο ς ια ί ο -4-5. 
ό  θα ί αι ρ 1=  , 1

10 1ρ
3

−
=  αι 

2

13ρ 2 10
2

= −    
Sangaku στο  αό Okiku Inari 

ο α χία Gunma 
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Π όβ η α 58ο   

ο ι α ό σ ή α 
α ο σιά αι ύ ος ,R) 

ά οι έ ι ύ οι οι 
έσσ ις  α ί α  αι οι 
ύο ι ό οι  α ί α r. 
α ο ο ίσ  ις α ί ς 
 αι r σ α ήσ ι ς 

α ί ας R.   Υ ο ο ισ οί     ο ά ο  =  ό  θα ί αι : 
x R 2ρ= −  (1) , OM ρ x ρ R ρ 3ρ R= − = − + = −  (2) 
αι Γ R ρ R 3ρ R ρ 2R 4ρ= − − = − + − = −  (3) 

Α ό . . σ ο  : 
2 2 2 2 2 2(R ρ) (3ρ R) ... 4ρR 8ρ= − = − − − = = −   

Α ό . . σ ο  : 
2 2 2 2 2 2 2Γ Γ 4ρ (2R 4ρ) ... 16ρR 4R 12ρ= − = − − = = − −  

Ά α 2 2 2 R(3 5)
4ρR 8ρ 16ρR 4R 12ρ ... ρ

2

−
− = − −   =   

σ ύ ι ίσ ς ό ι 2 2 2 ρ(R ρ)2rR 4ρR 8ρ r
R

−
=  =  = −  =   

Α ι αθισ ώ ας ο  έ ο  ι ά ό ι : r R( 5 2)= −        
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Π όβ η α 59ο  

ο α α ά  σ ή α έ ο  ο  ύ ο ,R) αι ύο ισό α ί α Α  αι 
. ίς ίσοι ύ οι φά ο αι ο έ ας  ώ   ύο ι ώ  αι οι 

ά οι ύο ο  ύ ο  αι  ύο ώ   ι ώ , ό ς σ ο σ ή α. Α  α 
έ α  ιώ  ύ  β ίσ ο αι σ  ί ια θ ία ο  ί αι αι ιά ος ο  

,R), α ο ο ίσ  ις α ί ς r  ιώ  ίσ  ύ  αι  ά α  
ισο ύ  ι ώ  ς σ ά σ  ς α ί ας R ο  ά ο  ύ ο . 
Υ ο ο ισ οί 

Α  ο ο άσο  =  ισ ύ ι ό ι R=4 +  ;  
Ά α R=2O +   . ο ο θο ώ ιο   ία  ί αι 30ο ;  ο ό  ο ρ 2ρυ 30 x

x 3
=  =   (2) 

Α ό  αι  έ ο  ό ι : R 3ρ
3 4

=
+

 (3) 
ο ο θο ώ ιο Α  έ ο  ό ι : 

ο 2ρφ60 x OA 3 2ρ
3

=   =   =   
ο Α  α ό ό ο  σ ί ο  έ ο  ό ι : 

2 2 2 ο 2 2 2

(3)
2 2

2 υ 30 R α 4ρ 2αρ 3 ...

5 2 3α 3 ρ R ρ ... α R
4 3

= + −     = + − 

+
 =  + −   = 

+
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Π όβ η α 60ο  

ο α α ά  σ ή α έ ο  ά ι σ ο  ύ ο ,R) ύο ύ ο ς α ί ας r αι 
έσσ ις ι ό ο ς α ί ας , ό ς σ ο σ ή α. α ο ο ίσ  ις α ί ς  αι r σ α ήσ ι ς α ί ας R. 

Υ ο ο ισ οί 
ο ο θο ώ ιο ί ο Α  ί αι : r ρ= +  , 

R ρ= −  αι r 2ρ= − . ό  α ό . . 

ισ ύ ι : 
2 2 2

2 2

(r ρ) (R ρ) (r 2ρ) ...
6rρ R 2ρR 4ρ (1)
+ = − + − 

 = − +
  

ίσ ς α ό ο σ ή α έ ο  ό ι : 
Γ Γ R 2r 2ρ 2r R 2ρ= −  = −  = +  (2) 

Α ό  αι  έ ο  :  
2 2 2 2 33 5

3ρ (R 2ρ) R 2ρR 4ρ ... 2ρ 5Rρ R 0 ... ρ R
4

−
 + = − +   + − =   =    
ό  α ό   α α ή ο  ό ι : 33 3

r R
4

−
=       
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Π όβ η α 61ο  

ο α α ά  σ ή α έ ο  ι ύ ιο ια έ ο  R, έσα σ  α ό  έ α  ύ ο 
α ί ας R/2 αι σ  σ έ ια ο  ύ ο ,r), ις ύ ο ς α ί ας  αι ά ο ς 

ύο α ί ας , ό ς σ ο σ ή α. α ο ο ίσ  ις α ί ς r,  αι  σ α ήσ ι ς 
α ί ας R. 

ο ο ισ οί 
σ ύ ι ό ι : 2r R 2ρ= +  (1) 

ο ο θο ώ ιο ί ο ί αι = , Α=R-  αι 
2 rρ=  ια ί; , ο ό  α ό . . 

α α ή ο  σ  ισό α : 2R 2ρR 4rρ− =  (2) 
Α ό  αι  αί ο  ό ι :  

R( 2 1)ρ
2

−
=   αι  R 2

r
2

=  . 
ο ί ο  έ ο  =r-x, OH=R+x αι KO=r. φα ό ο  θ ώ α α β ίας ίας 

αι έ ο  : 2 2 2 2 2 22 (R x) r (r x) 2r= + +    + = + − +    (3) 
ο ί ο  ί αι : =r-x, ZH= +x αι ZK=r- . φα ό ο  θ ώ α ο ίας 

ίας αι έ ο  : 
2 2 2 2 2 22 (ρ x) (r x) (r ρ) 2 (r ρ)= + −    + = − + − −  −   (4) 

Α ό  αι  α α ίφο ας ο  αι α ι αθισ ώ ας α ,r ά α ό ά ις 

α α ή ο  σ  ισό α R
x

6
=  . 
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Π όβ η α 62ο  

Έ ο   ά ς αι ις ο οθ ού  ό ς σ ο 
σ ή α. ο ού  α ά ο   ο οθέ σ  
α ή  ύο ό ο ς. ο  ώ ο έ ο  ά  

 ά ς αι ά   ά ς. ο  ύ ο 
ό ο σ ο ά  έ ος έ ο   ά ς αι σ ο 

ά  . α β ί  ο ς α ιθ ούς ,  αι . 
ο ο ισ οί 
έ ι α ί αι σ ός ο ύ ος ο  αθ οίσ α ος  ό  α ιθ ι ής οό ο  : 

1α αΣ
2

+
=   , ια α ά ι α ισ ύ ι ό ι : 1

1 2 3 ...
2

+
+ + + + =   . 

α α ίσ  ό ι ο ό ος ο οθέ σ ς  σφαι ώ  ιο ί σ ι ές ο  ο 
ήθος  σφαι ώ  α ά σ ι ά φ ιά ι ια ο ι ούς ό ο ς α ιθ ι ής οό ο  
 ιαφο ά . 
ό   ώ  φο ά έ ο  : 19

19 20 21 ... ( 18)
2

+
+ + + + =   − =   (1) 

 ύ  φο ά έ ο  : 6
6 7 8 ... ( 5)

2

+
+ + + + =   − =  (2) 

Α ό  αι  έ ο  ό ι : 
( 19)( 18) ( 6)( 5) ...( )( 1) 312+ − = + −  − + + =   
Ά α οι φ σι οί -  αι + +  έ ι α ί αι ιαι έ ς ο  . 

ό  α α ή ο  σ α ιθα ά ύ  :  
1 2 3 4

, , ,
1 312 1 156 1 104 1 78

− = − = − = − =
+ + = + + = + + = + + =

  
6 8 12 13

, , ,
1 52 1 39 1 26 1 24

− = − = − = − =
+ + = + + = + + = + + =

 
ι ή οι ,  ί αι φ σι οί αι έ ι >  αθώς αι >  α α ή ο  σ α ής 

ιθα ά ύ  α ιθ ώ  :  
( , , ) (156,155,12075)=  ή ( , , ) (53,50,1260)= ή ( , , ) (23,15,105)=    
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Π όβ η α 63ο  

ο ι α ό σ ή α α ο σιά αι ύ ο ,R) αι 
αία ο ή ο  Α . άφο  ύ ο , 1  ο  

φά αι ο  ,R) αι ς Α  σ ο έσο ς . 
 αίο σ ίο  ός ο   άφο  ύ ο 
, 1  , ό ς σ ο σ ή α .  σ έ ια άφο  

ο ς ύ ο ς , 2  αι , 3  ο  φά ο αι ς 
Α  ο  , 1  αι ο  ,R). 

α α ο ί  ό ι ισ ύ ι  ισό α : 
1 2 3R ρ ρ ρ= + +   

Α ό ι η   
ού  σύσ α σ α έ   α ή ο  

ο ι ό ιο ά ο α  Α  αι θέ ο  , . ό  θα 
ί αι β, , α, , β,  αθώς αι α, 1). 
σ ύο  οι ισό ς :  

1R 1 2ρ= +  (1) 
(1)

2 2

2 2

1

ON R ρ ... 1 R 2ρ(R 1)
1 R 4ρρ (2)
= −   + = − − 

+ = −
  

2

1 1AB 2 ρρ (α ) 4ρρ (3)=  − =   
Α ό  αι  α α ή ο  σ  ίσ σ  : 

2 22 2 2R 2 α
2 2 2 α 2R 2 α α

(α ) 1 R ...
2 2 2

= − −− − 
− + + =   =   =   

Α ό  έ ο  : 
2

2

1 1

α
(α )

(α )2ρ
4ρ 16ρ


− 

= =  , οι ύο ι ές ο   ί αι οι α ί ς 2 αι 3 . ό  
2 2 2

1 2 3 1 1

1 1 1

(α ) (α ) αρ ρ ρ ρ ρ
16ρ 16ρ 8ρ
+ − +

+ + = + + = + =   
2 2 2 2 (1) (1)

1 1 1 1

1 1 1

α 2R 2 α R 1 (R 1)(R 1) R 1ρ ρ ρ ρ R
8ρ 4ρ 4ρ 2

+ − − − − + +
+ = + = + = + =   



  Α Α  
 Α Α  77  

 
Π όβ η α 64ο  

ύο α ο ι ά ά α ί αι α έ α σ  
ύ ο ,R), ό ς σ ο σ ή α. ύο ά οι ύ οι 

άφο αι ο έ ας α ύ ύο ώ   
α ώ  αι ο  ύ ο  ,R  αι ο ά ος 

α ύ ύο ώ   α ώ  αι ο  
ή α ος . α α ο ί  ό ι α ύ  

α ί  r,   ύ  ,  αι ,r) ισ ύ ι  
σ έσ  : = r.  
Α ό ι η   

έ ο   φα ο έ  σ ο  ύ ο, 
ό ς σ ο σ ή α. α ί α  αι Α  

ί αι ό οια ί αι ισοσ ή   ία ς 
ο φής 144ο ). α α ο ί ο  ό ι ο ό ος 

ο οιό ας  ύο ι ώ  ί αι , ο ό  
θα ί αι αι = r. 

ο ο ί ο ας ί ς ς σ ο σ ή α  
α ο ι ύο  ό ι =  αι ά α αι ίσ  

 , ο ό  ο ί ο  ί αι 
ο θο ώ ιο. Ά α ο  ά ι ο  

ιά ο . ι ή =  θα ί αι αι = , ά α ο  έσο ο  . ό  ο 
 έ ι ις ίσ ς ο  ές ι άσι ς α ό ις α ίσ οι ς ο  Α , ά α ο ό ος 

ο οιό ας  ι ώ   αι Α  ί αι  αι = r.        
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Π όβ η α 65ο  

ο ι α ό σ ή α έ ο  ι ύ ιο 
α ί ας R αι έσα σ  α ό έ ο  

ά ι ά ύ ο ς, ό ς σ ο 
σ ή α. α ο ο ίσ  ις α ί ς 

 α έ  ύ  
σ α ήσ ι ο  R. 

ο ο ισ οί   
οφα ώς ο ύ ος ,  έ ι α ί α R

2
  

ο ί ο  ί αι = , =R-  αι 
R2 ρ 2ρR
2

= =  ια ί;  
Α ό . . έ ο  : 

2 2 2 R
(R ρ) ρ ( 2ρR) ... ρ

4
− = +   =   ά α οι 

ύ οι  έ α α σ ία  αι  έ ο  α ί ς R

4
 . 

ύ φ α  ο ού ο sangaku ( ο , α ά σα σ ις α ί ς  ύ   

έ α ,  αι  θα ισ ύ ι  σ έσ  : 3

3

1 1 1 R
... ρ

ρ R R 6 4 2
2 4

= +   =
+

   
ια ο  ι ό ο α ό ο ς ύ ο ς α ό . . 

έ ο  : 
2 2 2

4 4 4 4

R 2R
(R ρ ) ρ ( Rρ ) ... ρ

92
− = + +   =      
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Π όβ η α 66ο  

ο ι α ό σ ή α α ο σιά αι α ο ι ό 
ά ο Α  άς α. Έ ι ίσα 

ο θο ώ ια ί α ο ιβά ο  ό ς 
σ ο σ ή α. α ο ο ίσ   

ο ί ο σα  ο θο ί  ς 
σ ά σ  ς άς α. 

ί αι ό ι ο 1 5υ 36
2

+
=  ) 

ο ο ισ οί  
σ ύο  οι ισό ς : ο

ου 36
υ 36

=  =  (1),  ο
ο

υ υ36
36

=  =  (2) 
ο ου72 υ 72=  =   (3), ο ο2υ 36 2α υ 36

α
=  =   (4) 

Α ό , , ,  έ ο  : 
ο ο ο(2) (3) (4)

ο
ο ο ο ο ο ο

υ 72 2α υ 36 72 4α υ 36
υ 36 36 υ 36 36 υ 36 36 υ 36

  
= = = = = 

  
  

Ά α 1 54α 2α (1 5)
2

+
=  =  +  .   
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Π όβ η α 67ο   

 ύ ο Α,R) έ ο  ά ι ύο ύ ο ς  α ί α R/2 
ώσ  α φά ο αι ο  α ι ού ύ ο  α ά αι α ύ 
ο ς αι α ό α ά ο ς έσσ ις ύ ο ς α ί ας , ό ς 

σ ο σ ή α. α β ί   α ί α  σ α ήσ ι ς α ί ας R.  
ο ο ισ οί     

Α ό . . σ ο Α ,  έ ο ύ ο  α ί ας R/2) 
έ ο  :  

2 2 2

2 2
2 2 2

2

R R
( ρ) ( ) (R ρ)

2 2

R Rρ Rρ R ρ 2Rρ
4 4

R
3Rρ R ρ

3

+ = + − 

+ + = + + − 

=  =
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Π όβ η α 68ο   

ο ι α ό σ ή α α ο σιά αι ά ο άς 
α ο ισοσ ές ί ο Α  αι ύο ύ οι ό ς σ ο 
σ ή α. α ο ο ίσ  ις α ί ς ο ς σ α ήσ ι 

ς άς ο  α ώ ο  α.  
ο ο ισ οί  

 ο ο ισ ός ο  ύ ο  ο  ί αι α έ ος 
σ ο ί ο Α  θα ί ι  ασι ή ία. 

σ ύ ι ό ι : 

α α α 5α α α2 2 2( Γ ) ρ ρ ... ρ
2 2 3 5

 + +
=   =    =

+
  

 ο ο ισ ός ς α ί ας ο  α έ ο  σ ο ί ο Α  ύ ο  θα ί ι 
θ ώ ας ο θο α ο ι ό σύσ α α ό   Α , , α,  αι ,-α . ό   

θ ία Α  έ ι ίσ σ  =-  αι   έ ι ίσ σ  = - α ια ί;  ώ ο σ ίο  
θ ού  ό ι έ ι σ α έ ς ,   >  αι < . 
σ ύο  οι ισό ς : 

ρ
d(K,A ) ρ ρ ρ( 2 1)

2

+
= −  = −  = − −  (1) 

ρ 2 2α
d( , ) ρ ρ ρ 2 2α ρ 5

5

− +
= −  = −  − + = −   (2) 

Α ό  αι  έ ο  ι ά ό ι : 2αρ
5 2 2 1

− =
+ −

 , ο ό   α ί α ο  ύ ο  

ύ ο  ί αι 2α
R ρ

5 2 2 1
= − =

+ −
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Π όβ η α 69ο   

ί αι ά ο Α  σ ο ο οίο άφο  α 
α ο ύ ια Α,Α  αι , Α  . ο οι ό ο ς έ ος 

άφο  ά ο άς  αι ύ ο α ί ας , 
ό ς σ ο σ ή α . 
α ο ο ίσ   ά  αι  α ί α  

σ α ήσ ι ς άς α ο  α ι ού α ώ ο .  
ο ο ισ οί   

Α ό . . σ ο ί ο Α  έ ο  :  
2

2 2 2 2 2 2

2 2

(α )α 4α 4 α 2α
4

3α
5 2α 3α 0 ...

5

+
= +  = + + + 

+ − =   =
     

Α ό . . σ ο Α  έ ο  : 
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

α
(α ρ) ( ρ) ( )

2

4α 4ρ 8αρ 4 4ρ 8 ρ α
3α 3α

3α 8αρ 4( ) 8 ρ
5 5

75α 200αρ 36α 120αρ
39α

320αρ 39α ρ
320

− = + + 

+ − = + + + 

− = + 

− = + 

=  =
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Π όβ η α 70ο  

ο ι α ό ο θο ώ ιο α α ό α ο 
Α  έ ο  ά ι έ  ύ ο ς ό ς 
σ ο σ ή α. ι ύο α ύ οι έ ο  
α ί α , οι α έσ ς ύο ι ό οι α ί α 
 αι ο έ ος α ί α . α α ο ί  

ό ι ισ ύ ι  ισό α 5=    
Α ό ι η   

σ ύο  οι ισό ς : 
2ρ 4 2= = +  (1) 
4ρ 2 2ρ 4 ρ= + = +  (2) 

Α ό . . σ ο  ί αι :  
2 2 2(ρ ) ( ) (ρ )+ = + + +  (3)  

Α ό  αι  α α ίφο ας ο  έ ο  ό ι : 
( 5 1)

2

−
=  (4) 

Α ό  αι  έ ο  ό ι : 2ρ ( 5 1)
4

= −   
ό  :  2ρ2ρ 4 ρ 2ρ 4 ρ ( 5 1) 2ρ 2ρ( 5 1) 2ρ 5 5

4
= + = +   − = + − = =           
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Π όβ η α 71ο  

ο ι α ό σ ή α α ο σιά αι ι ύ ιο 
,R), ο ύ ος ,R/2) ο  φά αι σ  

ιά ο Α  αι σ ο ι ύ ιο. έ ο  ις 
φα ό ς ο  ύ ο  ,R/2) ο  ά ο αι 

α ό α ά α Α αι  ς ια έ ο  ο  
έ ο αι σ ο . έ ος φέ ο  αι  
φα ό  ο  ι ίο  σ ο έσο  ο  
ό ο  Α  ο  έ ι ις ο ού ς 
φα ό ς σ α σ ία  αι . άφο  
ύ ο ,  σ ο ί ο . α ο ο ίσ  

 α ί α  σ α ήσ ι ς α ί ας R. 
ο ο ισ οί 
ο ά ο  = , = =  αι = . 

ο α έ ιο Α ισ ύ ι +Α = Α , ο ό  
ί αι ύ ο ο ;  α ί ο  ό ι ο ί ο Α 
ί αι ο θο ώ ιο. Α   άθ  σ  Α, α 
ί α  αι Α ί αι ό οια ο ό  : 

R
Γ R2 (1)

RR 4
2

=  =  =   
α ί α  αι Α  ί αι ό οια ά α : 

(1)Γ R
...

R R 3
=  =   =

+
 (2) 

Α ό . . σ ο  έ ο  : 
(1),(2)

2 2 2 5R...
12

= +   =  (3) 
ο  έ ο  

21 R
(Γ ) 2

2 12
=   =  =  αι 5R R 8R 4R2 2

6 2 6 3
= + = + = = . 

Ά α 
2R 4R R

(Γ ) ρ ρ ... ρ
12 3 16

=   =    =     
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Π όβ η α 72ο  

ί αι ύ ος ,R) αι αία ο ή Α . 
έ ο   ιά ο  άθ  σ  Α  αι 

α ασ ά ο  ο ς ύ ο ς ,  αι , , ό ς 
σ ο σ ή α. άφο  ύο ύ ο ς ,  αι ,  

ο  φά ο αι ς Α  ο  ύ ο  ,R) αι ο  
ύ ο  , . έ ος άφο  ο ς ύ ο ς ,r) αι 
,r) ο  φά ο αι ς ο ής Α  ο  ύ ο  
,R) αι ο  ύ ο  , . α α ο ί  ό ι r= .  

Α ό ι η    
ο ο θο ώ ιο ί ο  ί αι 2 ρ=  
ια ί;  , R ρ= −  αι R 2 ρ= − + .  

Α ό .  έ ο  :  
2 2(R ρ) 4xρ (R 2x ρ) ...

x (R x)ρ
R

− = + − + 
 −

=
  

ο ο θο ώ ιο ί ο  ί αι ΘΣ 2 r=  ( ια ί;  
Σ R r= −  αι Θ R 2x r= − −  . 

Α ό . . έ ο  :  
2 2(R r) 4r (R 2x r) ...

x (R x)
r

x

− = + − − 
 −

=
+

  
ι ή + =R έ ο  ό ι : =r.     
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Π όβ η α 73ο  

ο ι α ό σ ή α έ ο  ο  ύ ο ,R) αι έ α 

ι ό ο R
( , )

9
 . άφο  ο  ύ ο ,  ο 

ο οίος φά αι ς ια έ ο  Α  αι  ύ  

,R) αι R
( , )

9
. Ό οια άφο  ο  ύ ο ,  

αι ο ς σ ι ούς  ο ού  ς ος 
 ιά ο Α . άφο  ύ ο ,r) ο  

φά αι σ ι ά σ ο οι ό έ ος  ύ  
,  αι , , ό οια  α ό  ά ι αι ά ος 

έ ας ύ ος σ ι ά ς ος  ιά ο Α . 
έ ος άφο  αι ο  ύ ο ,σ  ο  φά αι 

 , , ,  αι ο  ,R) αι ο  σ ι ό ο  ς ος  ιά ο Α .  α 

α ο ί  ό ι : Rr
9

= =  . 
Α ό ι η  
σ ύ ι ό ι :  Rρ R ρ

9
= + = − , ά α 4Rρ

9
=  . 

ο ο θο ώ ιο  α ό . . έ ο  : 
2 2 2

2 2 24R R 4R 4R
( ) ( r) ( )

9 9 9 9

R
... r

9

= + 

+ = − + 

 =

   
ο ο θο ώ ιο  α ό . . έ ο  :  

2 2 2 2 2 24R 4R R 4R R( ) ( ) (R ) ...
9 9 9 9 9

= +  + = − + − −   =   
Ά α Rr

9
= = .    
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Π όβ η α 74ο     

ο ι α ό ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  
ά ι ο ώ ύ ο ς α ί ας , ό ς σ ο σ ή α. 

α α ο ί  ό ι =R , ό ο  R  α ί α ο  
α έ ο  ύ ο  ο  ι ώ ο  Α .  

Α ό ι η   
α ί α  αι Α  ί αι ό οια ά α :  

ρ 6ρ ρ
R R

−
=  =  (1) 

Ό οια α ό α ό οια ί α  αι Α  έ ο  : 
Γ ρ 8ρ ρ
Γ R R

−
=  =  (2) 

Α ό ,  έ ο  ι ά ό ι : β=  ο ό  α  

ο ο άσο  
4 3
= =  σ  σ ασ ό  . . σ ο Α  έ ο  ό ι : 

4 , 3 , α 5= = =  (3). 
ι ή 2α

( Γ) R R 12 12 R R
2 2

 + +
=   =   =  =   

ό  α ό   έ ο  : 3 6ρ ρ R
9ρ 3 ρ ρ

3 3 3
−

=  =  =  =  .   
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Π όβ η α 75ο  

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι ύο 
ίσοι ύ οι α ί ας  αι ία ο θο ώ ια 

α α ό α α ιασ άσ  α β.                               
α ο ο ίσ  ις ιασ άσ ις α αι β 

σ α ήσ ι ς α ί ας . 
ο ο ισ οί 

Α ό . . σ ο ί ο Α  έ ο  : 
2 2 2αρ (ρ 2 ) (ρ )

2
= − + −  (1) 

Α ό . . σ ο ί ο  έ ο  : 
2 2 2ρ (ρ ) (ρ α)= − + −  (2) 

Α ό  αι  α α ή ο  σ  ισό α : 
3α α

(2ρ 3 )( ) (2ρ )( )
2 2

− − = − −   ο οία ί ι ς οφα ή 

ύσ   α
2

=  ια  ι ή α ή   ί ι ι ά ό ι : 

ρ
5

=  , ο ό  2ρα
5

=  .  
ά ι ο ο ί ιο όβ α  ύο ί ις αι ία 

ά α. 
 ύσ  ο ί α ί ι α  φα ασ ού  ο ς 
ο ού ο ς ύ ο ς α ασ α ί ο αι σ  

ί ις αι σ ό ς α ο θο ώ ια σ  ά α. 
ό    έ ι  θα έ ι ά ο ά ο α ι άσιο α ό 

ο ι ό αι  ά ο  α ώ ο  θα ί αι ίσ   
ο /  ο  ι ού ά ο α ια ί; .     
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Π όβ η α 76ο  

ο ι α ό ά ο Α  έ ο  ά ι ι ύ ιο 
ια έ ο  Α . έ ο   φα ο έ   α ό ο  αι 
α ασ ά ο  ο  α έ ο ύ ο ο  ι ώ ο  

. Α   οι ή φα ο έ   ο  ι ίο  αι ο  
ύ ο  ,  έ ι   σ ο σ ίο  αι ,r  ο 

α έ ος ύ ος ο  ι ώ ο  , α α ο ί  

ό ι 3ρ r
2

=   
Α ό ι η  

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι ύο 
ί  ιώ  άσι  αι ό ι  

α ο έ σ α ό  α ώ   α ιώ  
ίσ  ιώ  ί αι ό ι  ία  ί αι 
ο θή αι ά σο σ έ ασ α ί αι ό ι ο 

 ί αι ά ο.  
Α  ο ο άσο   ά Α = α θα 
έ ο  ό ι = = = =α αι ι ή 

=  ι ά θα ί αι αι =α. 
ό ς ί αι ύ ο ο α ί ο  ό ι ο  ί αι ο θο ώ ιο ια ί;  ο ό  θα 

ισ ύ ι : 2 2 2 αΓ α Γ α 2α
2

=   =   =   =  . 
Ά α ο  έ ι ές : 3α 5αΓ 2α, , Γ

2 2
= = =  . ια ί;  

α ί α  αι  ί αι ό οια  ό ο ο οιό ας : 

3α
32

Γ α 2
= = =   

Ά α ρ 3 3ρ r
r 2 2
=  =        
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Π όβ η α 77ο  

ι ώ ο  ία ί α α ί ά ο ς α, σα  
α έ ο  έ α ό ο. To ώ ο   

οσο ή φ ο ί ο ας α  ο ί ο α ί. 
α α α ήσο  ό ι σ α ί αι έ α 
α ο ι ό ά ο!                                                 
α ο ο ίσ   ά ο  α ώ ο   

σ α ήσ ι ο  ά ο ς α. 
ο ο ισ οί  

έ ο   άθ  σ  Α  αι  
άθ  σ   αι  άθ  σ  . 
α ί α  αι  ί αι ίσα 
ια ί; . α ί α  αι  ί αι 

ό οια ια ί;  ά α θα ισ ύ ι ό ι : 

2 2

Γ Γ π π 2 π
π πΓ
2 2

π
2π 4 π ...

1 5

+
=  =  = 

+ =   =
+

  
Α ό . . σ ο  έ ο  : 

2(1)
2 2 2 2 2

2

π α (1 5)π α π α ... π
(1 5) 5 2 5

 +
= +  = +   =

+ +
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Π όβ η α 78ο  

ί αι ύ ος ο,1000  ο  φά αι θ ίας  σ  
σ ίο Α. άφο  ύ ο 1, .  ο  φά αι ο  

ο,  αι ς θ ίας . ά άφο  ύ ο 2, 2  ο  φά αι  ύο ο ού  αι ς 
θ ίας.  σ έ ια άφο  ύ ο 3, 3  ο   

φά αι ο  2 ο  0 αι ς  .ο.     
ια ι ασία α ή οι έοι ύ οι ο οέ α αι ισσό ο 

θα έ ο  α ύ  α ί α. α β ί  έ ι όσο 
ο ί α σ ισ ί  ια ι ασία α ή. 
ο ο ισ οί 

ί ο  ό ι όβ α ο)  ια ο ς ύ ο ς , , 
,  αι ,  ο  φά ο αι α ά ύο ό ς αι ιας 

θ ίας  ισ ύ ι  σ έσ  :  
3 1 2

1 1 1

ρ ρ ρ
= +    

ό  φα ό ο ας ια ο ι ά  σ έσ  α ή ια ο ς ύ ο ς ο  οβ ή α ος 
ο  α ι ί ο  έ ο  :  

2 1 0

1 1 1

ρ ρ ρ
= −  ,     

3 2 0 1 ο

1 1 1 1 2

ρ ρ ρ ρ ρ
= − = −     , … ,    

1 0

1 1 1
ρ ρ ρ

−
= −  

Ά α 0 1

0 1

ρ ρ
ρ

ρ ( 1) ρ


=
− −

  
έ ι ο 1

1000ρ ( 1) ρ 1 1 1000 1001
0.001

 −  −   −      
Ά α  ια ι ασία α ή ο ί α σ ισ ί   α ές ις α ι ές ι ές  
α ί   ύο ώ  ύ  ς ο  ο ύ ο.      
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Π όβ η α 79ο  
ί αι ι ύ ιο ια έ ο  Α  αι ύ ος 
έ ο   αι ια έ ο   ό ο  ,  α 
έσα ς ια έ ο  Α  αι ο  ό ο  Α  

α ίσ οι α. Α ό α ά α Α αι  φέ ο  
φα ό ς σ ο  ύ ο ,  ο  έ ο  
ο ι ύ ιο σ α σ ία  αι . 

ο ά ο   ο σ ίο ο ής  Α  αι 
. α ασ ά ο  ύ ο ς , 1  αι , 2) 

ο  φά ο αι  Α ,  αι ο  , , ό ς σ ο σ ή α. α ο ο ίσ  ις 
α ί ς 1, 2 σ α ήσ ι ς α ί ας . 

ο ο ισ οί  
α ί α  αι Α  ί αι ό οια ά α : 

Γ R 2OMΣ Σ 1 OΣ Σ
Γ Σ ΓΣ 2 Σ ΓΣ

= = =

= =  = =   
Ά α Σ R MΣΣ

2 2

+
= =  (1) 

ο  α ό . .   βοήθ ια ς  

α α ή ο  ό ι : 2RΣ
3

=  , ο ό  5RΣ
6

=  αι 4RΓΣ
3

=   
α ί α Α  αι Α  ί αι ό οια α ό ό ο  έ ο  ι ά ό ι : 8R

ZB
5

=  , 
6R

ZA
5

=  .                                                                                                                                              
Α ό α ό οια ί α  αι Α  έ ο  ι ά ό ι : 5R

4
=  , 3R

EM
4

=  . 
σ ύ ι ό ι : 2 3R

( ) ρ ρ ... ρ
2 2 7

 +
=   =    =   

Α ό α ό οια ί α  αι  έ ο  : 
3

R r Rr 4
5RR
4

− −
=  =  , α ό ό ο  ι ά έ ο  ό ι R

r
9

= .    
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Π όβ η α 80ο 

έσσ α ά α ώ  α,β,  αι  ί αι 
ο οθ έ α ό ς σ ο σ ή α ώσ  οι ο φές Α,  αι 

 α β ίσ ο αι ά  σ  ί ια θ ία. α α ο ί  
ό ι : β2= 2 . 
Α ό ι η 

α ί ο  α 
ά α ,  

αι .  
ύ ο α ί ο  ό ι 
α ί α 

, ,  αι  
ί αι ίσα, ό οια ίσα 
ί αι αι α , , 

 αι  ό ς αι α , Α,Α  αι . Α ό ις ισό ς α ές έ ο  ό ι 
= = , ο ό  α  ο ο άσο  C ο σ ίο ο ής   αι  ό  α ί α C  αι C, ά α C=CK=HZ. α ό οι α ό οια ο ού  α α α ή ο  σ ο 

ό ι : = = , α ή ισ ύ ι ό ι β= , ά α β2= 2.   
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Π όβ η α ο   

ο ι α ό ύ ο ,R  έ ο  ά ι ία 
ά α αι ις ύ ο ς ό ς σ ο σ ή α. α 
ο ο ίσ   α ί α   ιώ  ίσ  ύ  ς 

σ ά σ  ς α ί ας R.  
ο ο ισ οί  

σ ύ ι ό ι : R ρ= −  (1) 
R 3

NM 2ρ
2

= +  (2)      R 3
M ρ

4
= +  (3) 

1 1 NM 3 3 R 3 R ρ 3
O N ( 2ρ)

3 3 2 6 2 4 3
= = = + = +  (4) 

Α ό . . σ ο  έ ο  :  
(3),(4)

2 2 2 2R 2ρ... ( )
2 3

= + = = +  , ά α 

R 2ρ
2 3

= +  (5). 
Α ό ,  έ ο  ό ι : R 2ρ 3

R ρ ... ρ R ( 3 )
2 23

− = +   =  −       
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Π όβ η α ο   

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι ύο ά α 
Α  αι . α σ α ι ό α ί α  αι  

άφο  ύο ίσο ς ύ ο ς α ί ας β, ώ σ ο 
ί ο Α  άφο  ύ ο α ί ας α. α β ί  

 σ έσ  ο  ά ι α ά σα σ ις α ί ς α αι β.  
ο ο ισ οί 
ι ή οι ύο ύ οι ί αι ίσοι α ί α  αι  

θα ί αι ίσα. ό ς ό  σ ίας ο σ ίο  
ί αι έσο ς  αι // // . ό  σ α ί ο αι 
ια σ ι ά α ό ί ς ο. ό  α ο θο ώ ια ί α 

Α , ,  αι  ί αι ισοσ ή. 
σ ύο  : Θ 2=  , Θ 2= =  ά α 

2 2 2 Γ=  =  =  , ά α =Α = Α=   
ίσ ς 

Θ 2 2 ( ) 2

2 ( ) 2 ( ) 2

=  = +  = − + 

= − +  = −  =
  

Ά α = = = = /    
ο ί ο Α  ια  α ί α α ισ ύ ι : 2α

2

−
=  , σ ο 

ί ο   ια  α ί α β ισ ύ ι : 2

2 2

− −
= =  (4), 

α ά 2 2 2
2

2
=  =  ο ό  ( 2 1)α

2

−
=  αι 

2
(2 2) 2( 2 1) α2

2 4 4 2

− − −
= = = =   

Ά α  ού  σ έσ  ί αι : α 2=       



  Α Α  
 Α Α  96  

 
Π όβ η α ο   

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι ύο ύ οι 
ια έ ο  α , έ  ια έ ο  β αι έσσ ις 
ια έ ο  . α ο ο ίσ   ιά ο  

σ α ήσ ι ς ια έ ο  α.  
ο ο ισ οί  

α σ ία Α, ,  ί αι σ θ ια ά ια ί; , 
ό ς αι α Α, , , αι , ,  αι , , . ο 

ί ο Α  α σ ία ,  σ έο  α έσα 

 ώ  Α  αι Α  ά α α
2

= =  (;) 
Α ό . . σ ο  έ ο  : 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 ( ) 2
2 2 2 0

α( 2 1)
... ( 2 1)

2

=  + = 

+ + =  + − = 

−
 = − =
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Π όβ η α 4ο   

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι οι ίσοι 
ύ οι ,  , , , ο ύ ος ,α , ο ύ ος 

,β  αι ο ύ ος , . ι ύ οι  έ α 
, , ,  φά ο αι θ ίας  ώ αι οι 
έ  φά ο αι α ύ ο ς ό ς σ ο 

σ ή α. α ο ο ίσ   α ί α ο  ύ ο  
,  ς σ ά σ   α ί  α αι .  
ο ο ισ οί  

α ασ ά ο  α ο θο ώ ια ί α 
 αι Α  ό ς σ ο σ ή α.  

Α ό .  σ ο Α  έ ο  : 
2 2 2

2 2 2

2

( ) ( 2α ) (2 α )

α
... (1)

α

= + 

+ = + − + 

 =
−

  
Α ό . . σ ο  έ ο  :  

2 2 2

2 2 2

(1)
2 2

2

2

( ) ( 2α) (2 2 α)

... ( 2α ) 2 α ( α) α 0

α α
...

2α (2α )

= + 

+ = − − + + 

 −  +  −  + = 

 
 =  =

− −
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Π όβ η α 85ο   

ο ι α ό ο θο ώ ιο ί ο Α  έ ο  
φέ ι ο ύ ος Α  αι έ ο  ά ι 
έσσ ις ίσο ς ύ ο ς  ό ς σ ο σ ή α.  
α α ο ί  ό ι : ΓΓ

2
=   

Α ό ι η : 
έ ο  ις Α  αι  ο  έ ο αι σ ο  
ο  ί αι ο έ ο ο  Α . 

ο ά ο    α ί α  σσά  ίσ  
ύ  αι   α ί α ο  α έ ο  
ύ ο  ο  ι ώ ο  Α . 

Α ό α ό οια ί α  αι Α  έ ο  : 
Θ ρ 4

...
Σ ρ ρ 4ρ

−
=  =   =

+
  

Α ό α ό οια ί α Α  αι Α  έ ο  : 

ρ
=  . Ά α θα ί αι 2 4ρ

4ρ
=  = +

+
 (1)  .  

ι ή ρ
2

+ −
=    άφ αι : 

2 22 ( ) 2 2= + − +  = + −   (2) 
Ό ς 2 α=    αι α

α


 =   =   
ό    άφ αι : 

2 2
2 2 2 22 2 α 2 2 α α ( ) 2 ( ) α 2

α α
= + −  = + −  + = +  =         
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ο θ ώ η α ο  Descartes  
 

Ο  α  ω  ω  π υ φ π α  α  υ  πω  
 χ α α π   πα α ω χ  : 

2 2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 42( ) ( )+ + + = + + +   

Όπ υ 
1 2 3 4, , ,    α πυ  ω  ω  

ω  π υ α  ω  i

i

1

ρ
=   ,  iρ   α α υ 

α χ υ υ.  π  + χ  α    α  
ω  φαπ   χ   υ  υ  α   – α   

 α  ω  φαπ   χ   υ  υ . Γ α 

πα α     α  ω  φαπ  
 χ   υ  υ   α υ  υ  α χ   

α πυ α,  α       π υ χ  
α . 

Ο π  α  υ  ω  π  4  α    υ α α α 
π υ   α α  α υ υ π υ φ π α  

 ω  φαπ ω  ω  ω   ω ,  π  
α  : 4 1 2 3 1 2 2 3 3 12= + +  + +   

Ο Frederick Soddy  1936  α   π α υ 
π   α α   υ π υ φ π α  

ω   ω  ω   φαπ ω  ω . 
  υ  πα υ α    φ  π α .  

π   α   α  α φαπ  
φα . 

 π π ω  π υ  α   φυ α   υ α, 
α  α πυ α  π  α α   π  

πα   φ  : 4 1 2 1 22= +   

Ο  π  π  α π  α   φ  : 

1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3

4

4 1 2 3

ρ ρ ρ ρ ρ ρ 2 ρ ρ ρ (ρ ρ ρ )1

ρ ρ ρ ρ
+ +  + +

=  =  . Η 

π  απ  υ ω α  π υ α α   
φα  υ υ ω  υ ω  π  α  

α α   υ  :  http://foothills-ts.net/mother/DescartesCircleTheorem.htm 
ο οί α ο  Soddy , ο έ α  σ ις -6-1936 
α ο σιά αι σ α Α ι ά ί α.    

http://foothills-ts.net/mother/DescartesCircleTheorem.htm
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Π όβ η α 86ο   

ι ύ οι Α,α , ,β  αι ,  φά ο αι α ά ύο 
ώσ  ο ί ο Α  α ί αι ο θο ώ ιο. Έ ας 
έ α ος ύ ος ,  φά αι  ά  ιώ  

ό ς σ ο σ ή α. α α ο ί  ό ι ισ ύ ι : =α+β+ .  
Α ό ι η   

ι ή ο ί ο Α  ί αι ο θο ώ ιο θα ισ ύ ι : 
2 2 2 2( ) (α ) (α ) ... α α α (1)+ = + + +   = + +   

 ύ ος ο  Descartes άφ αι : 4

α α 2 α (α )
α

+ + − + +
=   

σ ύ ι ίσ ς ό ι :          
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

α (α ) α α α ( α α ) α α
α α α α
+ + = + + = − − + + =

− − + + =
  

Ά α 
2(1)

4 3 2 2

α α 2 α α α 1
α α α α α α

+ + − + − −
= = = = −

+ + + +
 

ι ή ο ά ος ύ ος φά αι σ ι ά  ά  ιώ  έ ο  ό ι : 

4

1 1 1 ρ α
α ρ α

= −  − = −  = + +
+ + + +
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Π όβ η α 87ο   

ο ι α ό σ ή α έ ο  ο 
ο θο ώ ιο ί ο Α  

α έ ο σ  ύ ο ,R). 
άφο  ις ύ ο ς 

ό ς σ ο σ ή α. α β ί   
σ έσ  ο  σ έ ι ις 

ια έ ο ς x,y,z  ύ  
α ώ . 

ο ο ισ οί  
σ ύ ι ό ι : 

Γ
x R Γ 2x

2
= =  =  (1) 

AB
R z R z AB 2(R z) 2(x z)

2
− =  − =  = − = −  (2) 

AΓ
R y E R y AΓ 2(R y) 2(x y)

2
− =  − =  = − = − (3) 

Α ό . . σ ο Α  έ ο  ό ι : 
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

Γ Γ
4(x z) 4(x y) 4x

x z 2xz x y 2xy x

x y z 2x(y z)

+ = 

− + − = 

+ − + + − = 

+ + = +
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Π όβ η α 88ο   

Έ α α ό Sangaku ! 
ο ι α ό ά ο άς α έ ο  

ά ι έ α ι ύ ιο αι έ α  ύ ο. α 
ο ο ίσ   α ί α ο  ύ ο  σ α ήσ ι 
ς άς α ο  α ώ ο .  
ο ο ισ οί  

Α ό . . σ ο ο θο ώ ιο ί ο  έ ο  : 
2 2 2

2 2 2

2 2

Θ Θ
α α

( ρ) (α ρ) ( ρ)
2 2

... ρ 4αρ α 0

... ρ α(2 3)

= + 

+ = − + − 

 − + = 

 = −
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Π όβ η α 89ο    

ο α α ά  σ ή α α ο σιά αι έ α οι ό ο σ ή α ος ο θο ίο  ι ώ ο  
 άθ ς ές  αι  έ α. έσα σ ο οι ό ο ό ι αι α άσ ι 
ό ος σ ή α ος L ώσ  α ία ή α α ο  α ο ό ι αι ο βα ό  ο  L 
ό ο  α ί αι ίσα. α β ί  ο ά ος  ο  ό ο . 
ο ο ισ οί 

Α ό α ο έ α ς άσ σ ς ισ ύ ι ό ι : 
3

1 2

( )
2 2

+
= = =   (1) 
ό  θα έ ο  : 

α ( ) ( ) ( )
2 2

 + +  +
=  , ά α  

α=β+  ο ό  ο  ί αι έσο ς Α  ό οια 
θα έ ο  αι ό ι  έσο Α . 

ι ή 
3

(

2
= =  α α ή ο  σ  ίσ σ  : 

2 255 48
55 48 103 1320 0

2


+ − =  − + =  , α ό ό ο  έ ο  ό ι =  ή =  , 

ή οφα ώς  ύσ  = . 
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Π όβ η α ο      

ύο α ά ια ίσο  ύ ο ς, 
ο έ ο   ο ά ς ά  

α ό  ιφά ια ιας 
ί ς. ά  αβή ο   
ο φή ός α α ιού  
ο ά ς σ  α ύθ σ  ς 

α ής έ σι ώσ   ο φή α 
α ί ι ό ο  ιφά ια 
ο  ού, α β ι ο βάθος 

ς ί ς.  
ο ο ισ οί  

Έσ   ο βάθος ς ί ς , ό  α ό ο ί ο ς άσ σ ς α α ή ο  σ ο 
ο θο ώ ιο ί ο Α , ό ο  α ό . . έ ο  : 

2 2 2 2 2( 3) 9 6 9 81 ... 12+ = +  + + = +   =  ο ά ς.       
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Π όβ η α 1ο   

ο ι α ό σ ή α α ο σιά αι 
ι ός ο έας ίας ο . 

έσα σ  α ό  έ ο  ά ι 
έ  ύ ο ς ό ς σ ο σ ή α . 
α ο ο ίσ  ις α ί ς  
ύ  σ α ήσ ι ς α ί ας  
ο  ι ού ο έα. 

ο ο ισ οί  
ι ή ο ι ός ο έας ί αι ο 

έ ο  ό ι : Γ ρ 3=  , ρ
2

=  (;) 
Ά α  ρ

4
=  αι α  ο ο άσο   

α ί α ο  ύ ο   έ ο  β θα 

ισ ύ ι  ρ2 ρ
4

= =  (;) 
Α ό . . σ ο Α έ ο  : 

2 2 2 2 2ρ 3ρ(ρ ) ρ ( ) ...
2 16

= +  − = + +   =   
ο ί ο Α   ία  ί αι ο ;  αι α  ο ο άσο    α ί α ο  ύ ο  

 έ ο  ό  ισ ύ ι ό ι : ρ2 2ρ
2

= =  , ί αι ύ ο ο α α ο ί ο  ό ι 

οφ15 2 3= −  αι σ ο ί ο  θα ί αι οφ15 ΨΓ
ΨΓ 2 3

=  =
−

 . 
Ό ς :

ρ 3ΨΓ Γ 2ρ ...
22 3

2ρ 3 (2 3) 3ρ (7 4 3)
2 2

+ =  + = 
−

  −  −
 =  =
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Και αφ ι ά οσ ά ας φα ί αι ο Α ι ή ς …  
ο α ί έ  ο ο ός ό ι  ασ ό σ   

ι ά οβ ή α α sangaku σ α ώ οσ ά ο   
α αία ι ή ία αι ά ισ α βιβ ία ο  σ α 

ι ά ί αι ύσ ο ο α β θού . α ά  οι ό   ο 
βιβ ίο  ά  ο  Α ι ή , ί α σ ή α α ό ς 

 ά β ος αι ο σά ι ο  ο  Α ι ή ,  α σί α ο  
ά ο ,  α σί α ο  Steiner, α ά αι έ οι ς ό ς 

α ισ οφή αι ο οιοθ σία…   
ο βιβ ίο  ά   ί αι έ α βιβ ίο ο  α ο ί αι 

σ ο  Α ι ή  α ό ο  Ά αβα Thābit ibn Qurra. 
Α ο ί αι α ό α έ  ο άσ ις. ο , ο α αβι ό 

ι ό αφο αφ άσ  σ α α ι ι ά α ό ο  A raha  
E helle sis αι ι ήθ  ο Giova i A. Borelli.  

α ι ι ή έ οσ  οσι ύθ   ο ό ο α Li er Assumptorum. 
ο ιο ιθα ό ο βιβ ίο  ά  ί αι α ώς ία 

σ ο ή ο άσ  ο  α ο ί ο αι σ ο Α ι ή  α ό 
ά οιο   Έ α αθ α ι ό  ύσ  Α α ι ώ  

ό . 
ο βιβ ίο ισά ι α ές έ ς ι ές ο φές, ό ς 

 ά β ο αι ο σα ι ό .  
ι α έ  ο άσ ις ο  ιέ ι ί αι οι α ό ο θ ς  θα α ο ί ο  ό ο 

όσ ς ας ιαφέ ο  ια  ασ ό σή ας  α sangaku) :  
Π όβ α 92ο  

Π ό ασ    
Έσ  οι ύ οι ,R) αι ,  ο  φά ο αι 

σ ι ά σ ο σ ίο . Α  Α  αι  ύο α ά ς 
ιά οι  ύο ύ  ό  α σ ία Α, ,  αι 
, ,  ί αι σ θ ια ά. 

Α ό ι  
Έσ  // . Α ό ο α α ό α ο  έ ο  
ό ι =  αι = . ι ή =  αι =  
έ ο  ι ά ό ι = = . ώ α ισ ύ  ό ι ί αι 

ύ ο ο α ί ο  ό ι , ,  σ θ ια ά.   
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Π ό ασ     Έσ  ι ύ ιο ια έ ο  Α ,  φα ο έ  ο  σ ο  
αι  φα ο έ  ο  σ  έ α ά ο αίο σ ίο  ο  
έ ο αι σ ο . Α   άθ  σ  Α  αι  ο σ ίο 
ο ής  Α  αι . α α ο ί  ό ι = .    

Π ό ασ     Έσ  ι ύ ιο ια έ ο  Α  αι  έ α αίο 
σ ίο ο . ού    οβο ή ο   
σ  Α  αι  σ ίο ς Α  ώσ  Α = . Α   
σ ίο ο  ι ίο  ώσ  Α = , α 
α ο ί  ό ι = .    

Π όβ α 3ο  
Π ό ασ    

 ά β ος ο α αί ι ο  ο α ο οιού  
Έσ  ι ύ ιο ια έ ο  Α  αι  αίο 
σ ίο ς Α . άφο  ι ύ ια ια έ  
Α  αι , ό ς σ ο σ ή α . Α   οι ή 

φα ο έ   ύο ι ί  σ ο  έ ι ο 
α ι ό ι ύ ιο σ ο , α α ο ί  ό ι ο 

βα ό  ο  ιέ αι α ύ  ιώ  
ι ιώ  ά β ος  ί αι ίσο  ο βα ό  

ο  ι ού ίσ ο  ια έ ο  . 
Α ό ι   

α ί ο  ό ι 
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

Γ Γπ( ) π( ) π( ) Γ2 2 2 π( ) ... Γ Γ 2 Γ
2 2 2 2

Γ Γ Γ Γ

− − =   − − = 

= + + +  = +

  
ο  ισ ύ ι α ό . . σ ο ο θο ώ ιο ί ο Α .  
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Π όβ α 4ο    Π ό ασ    

ού  α ι ύ ια ια έ  Α ,Α  αι 
 αι  φα ο έ   ό ς σ ο σ ή α  α 

α ο ί  ό ι ο ύ ος  ο  φά αι ο  
ι ίο  ια έ ο  Α , ο  ι ίο  

ια έ ο  Α  αι ς  ί αι ίσος  ο  ύ ο 
ο  φά αι ο  ι ίο  ια έ ο  Α , 
ο  ι ίο  ια έ ο   αι ς .  

Α ό ι   
Έσ  R,  οι α ί ς  ι ί  ια έ  
Α  αι Α  α ίσ οι α αι x  α ί α ο  ύ ο  

ο  φά αι  ύο ι ί  αι ς . 
Έσ   αι  οι οβο ές ο   σ  Α  αι  
α ίσ οι α.  
Α ό . . σ ο  έ ο  : 2 2 2 2 2(ρ ) (ρ ) 4ρ= − = + − − =   (1) 
Α ό . . σ ο  έ ο  : 

2 2 2 2 2 2(R ) (2ρ R ) ... 4ρR 4R 4ρ= − = − − − − = = − −  (2) 
Α ό  αι  έ ο  ι ά ό ι : ρ(R ρ)

R

−
=  . 

Α  ο έ ο  ό οια σ ο  ά ο ύ ο θα α α ή ο  ό ι ια  α ί α ο   

αι  α ί α r ο  ι ίο  ια έ ο   ισ ύ ι : r(R r)

R

−
=  

Ό ς ισ ύ ι ό ι R r ρ= +   , ο ό  : 
(3)ρ(R ρ) (R r) (R R r) (R r)r

R R R

− −  − + −
= = = = , ά α οι ύο ύ οι ί αι ίσοι.    
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Π όβ α 5ο    

Π ό ασ    
ί ο αι α ι ύ ια ια έ  Α , Α  αι 
. άφο  ύ ο ια έ ο    
//Α   ο  φά αι αι  ιώ  

ι ί , ό ς σ ο σ ή α. Α  =Α / , α 
β ί   ιά ο  σ α ήσ ι ο   αι 
ο  Α .  

Υ ο ο ισ οί  
ο ά ο  , ,  α σ ία αφής  
ιώ  ι ί . ο ά ο   ο σ ίο 

ο ής ς Α  αι ο  ι ίο  ια έ ο  
Α ,  α ό οιο ό ο ο ί ο αι αι ο σ ίο 

. Α ό   ό ασ  έ ο  ό ι α σ ία 
Α, ,  αι Α, ,  αι , ,  αι , ,  αι , ,  αι 

, ,  αι , ,  αι , ,  ί αι σ θ ια ά. 
Α   άθ  σ  Α  αι  άθ  σ  , 
ό  σ α ί α Α  αι  έ ο  φέ ι α ία ύ  αι ο ο ά ο   αι  α 

ο θό ά ο ς. 
σ ύο  οι α α ο ί ς : Γλ

Γ
= = =  , ό οια 1 Γ

λ Γ
= = =  (2) 

Ά α λ= =  , ο ό  Α =  αι =  
σ ύ ι : 

2

λ
1 λ λ 1λ
λ

= = =
+ + + ++ +

 , ά α 

2

λ
λ λ 1

= 
+ +
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Π ό ασ    
 ά ο Α  άφο  ο  α έ ο αι ο  ι α έ ο ύ ο 

ο . α α ο ί  ό ι ο βα ό  ο   ι α έ ο  ύ ο  ί αι ι άσιο 
ο  α έ ο .  

Π ό ασ   (  ι ο ό σ  ς ίας   έθο ο ς ύσ ς  
 ύ ο ,  θ ού  αία ο ή ο  .  
οέ ασ  ς  θ ού  σ ίο  ώσ  = . Α    

έ ι ο  ύ ο σ α σ ία  αι Α, α α ο ί  ό ι 
ισ ύ ι  ισό α : 3Γ=    
Π ό ασ    

ί ο αι ύο άθ ς ο ές Α ,  ός ύ ο  ,  ο  έ ο αι σ  σ ίο . 
α α ο ί  ό ι : Γ Γ+ = +    

Π ό ασ    
ί αι ύ ος ,  αι σ ίο  ός α ού. έ ο  ις φα ό ς Α αι  
αι θ ού  αίο σ ίο  ο   ού ό ο  Α . Α ό ο  φέ ο  
α ά  ος   ο  έ ι ο  ύ ο σ ο . ο ά ο   ο σ ίο ο ής 

 Α  αι . α α ο ί  ό ι  οβο ή ο   σ   ι ο ο ί ο .  
Π ό ασ    

ί αι ύ ος ,  αι ύο άθ ς α ύ ο ς ο ές Α  αι  ο  έ ο αι 
σ ο σ ίο . α α ο ί  ό ι : 2 2 2 2 2Γ 4ρ+ + + =    
Π ό ασ    

ί αι ι ύ ιο ια έ ο  Α . Α ό αίο σ ίο  ός ο  ι ίο  
φέ ο   αι  α φα ό α ή α α. ο ά ο   ο σ ίο ο ής  
Α  αι , α α ο ί  ό ι   ί αι άθ  ς Α .  
Π ό ασ    

ί αι ύ ος αι  ιά ός ο  Α . ία αία ο ή  ο  ,  έ ι ο Α  
σ ο . ο ά ο   αι  ις οβο ές  Α αι  σ  . α α ο ί  ό ι 

= . 
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Π όβ α 96ο   

Π ό ασ    
ί αι ι ύ ιο ια έ ο  Α  αι ο ο ά ο   ο 
έσο ο  Α . ού  σ ίο  αι  σ ι ά ς 

ος ο  αι α ι ύ ια ια έ  Α ,  αι , 
ό ς σ ο σ ή α. ο ά ο   αι  α σ ία ο ής 

ς σο αθέ ο  ο  Α   α σ α ι ό α 
ι ύ ια. α α ο ί  ό ι ο βα ό  ο  ο  

σ α ι ό ο  σά ι ο  ί αι ίσο  ο βα ό  
ι ού ίσ ο  ια έ ο  .  

Α ό ι    
ο ά ο  =  αι =  ο ό  = =  αι 

Α = = - . α ί ο  ό ι :  
2

2 2
2

ρπ( )πρ π ρ22 π( )
2 2 2 2

−
+

− + =  ο  ί αι ύ ο ο α 

ο ί ο  ά α ό α ές ά ις …    
Π ό ασ    

ί αι ι ύ ιο ια έ ο  Α  αι σ ίο  ώσ   Α  α ί αι ά α ο ι ού 
α ώ ο . ού   ο έσο ο  ό ο  Α  αι ο ο ά ο   ο σ ίο ο ής 

ς  αι ς οέ ασ ς ς Α , ό ς αι  ο σ ίο ο ής ς Α    . Α  
  οβο ή ο   σ  Α , α α ο ί  ό ι ο ή α  ί αι ίσο   α ί α 

 ο  ι ίο .     
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Η α σί α ο  Πά ο  ο  Α α ι ού. 

 ία,  α σί α ο  ά ο  ί αι έ ας α ύ ιος 
ύ  α ύ ύο φα ό  ύ  ο  ήθ  α ό 
ο  Α α ι ό αθ α ι ό ο  ο αιώ α . . 
ι ύ οι ο  β ίσ ο αι σ  σ ιασ έ  ιφά ια 
φά ο αι α ύ ο ς α ά σ ό ς φά ο αι 

ι ά ο  ός ύ ο  αι σ ι ά ο  ά ο .    
ό  α  ο ύ ος ,R) ί αι ο α ύ ος ύ ος αι ,  ο 

ι ό ος – ο  β ίσ αι σ ι ά ο  ώ ο  ό  ια 
ο  αίο ύ ο ς α σί ας ,  θα ισ ύ ι :  

(ρ ) (R ) ρ R+ = + + − = +   
ό  ό α α έ α  ύ  ς α σί ας α ή ο  σ  

έ ι   σ ί ς α σ ία  αι  αι σ αθ ά α= +R. 
αι σ ια ή α όσ ασ  = =R- .  
ο ο βιβ ίο ς «Σ α ής» ο  ά ο  , α ο σιά αι ο ό ο «α αίο 

θ ώ α» ο  ί αι σ ό σ  σύ ο  βιβ ιο αφία ς 
α σί α ο  ά ο . ο θ ώ α α ό α ο ι ύ αι ό ι «  
α όσ ασ  h  ο  έ ο  ο  ιοσ ού ύ ο  ς α σί ας 
α ό  ΑΒ ί αι ίσ    φο ές  ιά ο ο  ύ ο ». 
Α ό σ αί ι ό ι :  
ια ο  ώ ο ύ ο ισ ύ ι ό ι : 1 1h 1 2r=    
ια ο  ύ ο ύ ο ισ ύ ι ό ι : 2 2h 2 2r=    
ια ο  ί ο ύ ο ισ ύ ι ό ι : 3 3h 3 2r=   .ο. .   

ό ς   βοήθ ια ς α α ι ής ίας ί ασ  σ  θέσ  α 
α α ή ο  σ  α α ο ι ούς ύ ο ς ο  ας ί ο  ις σ α έ ς  
έ  ς α σί ας, ό ς αι ς α ί ας ο ς. 

ι έ α α  ο ο άσο  Α =r αι = -r, ισ ύο  οι ύ οι :  
n 2

r (1 r)
x

2 [n (1 r) r]

 +
=

  − +
, n 2 2

n r (1 r)
y

n (1 r) r

  −
=

 − +
, n 2 2

(1 r) r
r

2[n (1 r) r]

− 
=

 − +
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Η α σί α ο  Steiner  
α ά α ό οιο ό ο ο β ός αθ α ι ός Steiner ιού σ  έ α σύ ο ο α ό n ύ ο ς, οι ο οίοι ί αι φα ό οι σ  ύο ο έ ο ς  ό ο ς 
ύ ο ς ο ό ι ος αι ο  ύ ος σ α ι α ά σ ή α α).  α ιθ ός  ί αι 

ασ έ ος αι ο άθ  ύ ος σ  α σί α ί αι φα ό ος  ο  
ο ού ο αι ο  ό ο ύ ο ς α ο ο θίας  ύ  ς α σί ας. 
ις σ θισ έ ς ισ ές α σί ς Stei er, ο ώ ος αι ο αίος ύ ος 

ί αι ίσ ς φα ό οι α ύ ο ς. Α ίθ α, σ ις α οι ές α σί ς Stei er, 
 ιά αι α ί αι. ι ο έ οι α ι οί ύ οι  έ ο αι, α ά ο ί ο 

ι ό ος ύ ος α β ίσ αι έσα ή έ  α ό ο  α ύ ο ύ ο.  α ές ις 
ι ώσ ις, α έ α  ύ  α σί ας Stei er β ίσ ο αι σ  έ ι  ή 

βο ή, α ίσ οι α.                            
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Π όβ α 97ο    

ο ι α ό σ ή α α ο σιά ο αι έσσ ις 
ύ οι ιας α σί ας  α ί ς 1, 2, 3, 4 .                          
α α ο ί  ό ι ισ ύ ι  ισό α :  
1 3 2 4

1 3 3 1

ρ ρ ρ ρ
+ = +    

Α ό ι    
φα ό ο  ο  α α ο ι ό ύ ο ο  ί ι 

 α ί α ο  ιοσ ού ύ ο  ς α σί ας 
ο  ά ο  αι έ ο  :   

2 2 2 2

1 3

1 3 2[(1 r) r] 2[(1 r) r] (1 r) r
3 8

ρ ρ (1 r) r (1 r) r (1 r) r
− + − + − +

+ = +  =
−  −  − 

  αι   
2 2

2 4

3 1 6r 2[4(1 r) r] (1 r) r
8

ρ ρ (1 r) r (1 r) r (1 r) r
− + − +

+ = + =
−  −  − 
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Π όβ α 98ο   

Α  Α=  α β θ ί  α ί α ο  ιοσ ού ύ ο  ς 
α σί ας. 
Υ ο ο ισ οί 

ο  ύ ο n 2 2

(1 r) r
r

2[n (1 r) r]

− 
=

 − +
 ια 1

r 1 r r
2

= −  =    
α α ή ο  σ  σ έσ  : ν 2

1ρ
2 (ν 2)

=
 +

 ή ι ό α ν 2

rρ
(ν 2)

=
+

 
 ύ ος ς α ί ας ο  αίο  ύ ο  ς α σί ας ο  ά ο  ο ί α ά ι 

αι  ισο ύ α  ο φή : ν 2 2

r kρ
k ν k 1


=

 + +
 , ό ο  r  α ί α ο  βασι ού 

ι ίο  αι k=  /Α  – ό ο  , Α  οι ιά οι  ύο ι ό  ι ί  
ο  άφο  ια α σ α ίσο   ά β ο. ό  σ  ί σ  ας ια k=1 έ ο  ό ι ν 2

rρ
(ν 2)

=
+

. 
Α  ο ο άσο  t=Α /  ο ύ ος αί ι  ο φή : ν 2 2

r tρ
t t ν


=

+ +
 

ύ ος ο  έ αι σ  σ φ ία  ο  α ίσ οι ο ύ ο ο  ο  ή α ος ο  
Α ι ή .            
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Π όβ α 99ο   

 ι α ή α σί α α α ο ί  ό ι α ύ  
α ί  ο  ο  – 4ο  αι ο  ύ ο  ισ ύ ι  σ έσ  : 

4 7 1

7 2 5

r r r
= +  . 

ί αι ό ι Α = r αι Α = s 
Α ό ι  

φα ό ο  ο  ύ ο ς α σί ας ο  Α ι ή  
ια r=s αι ια n α άσ α α / , / , / , …, 

σ ό ς οι ό οι ς α ο ο θίας ο  ο ύ ι  ο  ό ο α ό  α 
α ο ί ο  ις α ί ς 0, 1, 2, … 

ι έ α έ ο  :  
0 1/2 2

2

t s 4tsρ r
1 1 4t 4t

t t
4


= = =

+ ++ +
  

1 3/2 2
2

t s 4tsρ r
9 9 4t 4t

t t
4


= = =

+ ++ +
 

2 5/2 2
2

t s 4tsρ r
25 25 4t 4t

t t
4


= = =

+ ++ +
 

ι ά έ ο  : n 2 2

4tsρ ...
(2n 1) 4t 4t

= =
− + +

 
ό  ια  άσ σή ας έ ο  :  

2 2 2

7 1

2 5 13 4t 4t 1 4t 4t
2 5

ρ ρ 4ts 4ts
+ + + +

+ =  +   (1) 
2 2

4

7 7 4t 4t
7

ρ 4ts
+ +

=   (2) 
Α ί α ί ο  ό ι 2 32 13 5 7 + =  ο  ισ ύ ι .  
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Π όβ α 100ο   

ού  ύ ο ,R) αι αία ο ή ο  Α  
ια  ο οία οθέ ο  ό ι ο α όσ α ς 

 ί αι σ ό αι ίσο  . άφο  ο ς 
ύ ο ς , 1 , , 2  αι , 2 , ό ς σ ο σ ή α 

Α   οι ή φα ο έ   ύ  , 1  αι 
, 2  έ ι ο  ,R) σ α σ ία  αι , α 

α ο ί  ό ι ο  ί αι έσο ο  ό ο  Α  αι 
α ο ο ίσ  ο ή ος ο   σ α ήσ ι ς 

α ί ας R. 
Α ό ι  – Υ ο ο ισ οί 

ο ά ο  =x, =R, KE= 1, = 2 
Α ό . . σ ο  έ ο  : 

1

2 2 2

2 2 2

2 1 2 2

R xρ 2 22

2

(R ρ ) (2 ρ ρ ) (x ρ )

R x
... ρ

4R

−
=

= + 

− = + + 

−
 =

  
Α ό α ό οια ί α  αι  έ ο  : 

1

1 2 1 21 2

ρ
ρ ρ ρ ρ2 ρ ρ

= = 

= =
− +

  
Α ό ό ο  έ ο  : 1 1 2

1 2

ρ (ρ ρ )
ρ ρ

−
=

+
 (1)  , 1 1 2

1 2

2ρ ρ ρ
ρ ρ

=
+

 (2) 
Α   ο έσο ο  ό ο  Α  ό  α ό . . σ ο  ισ ύ ι 2 2 2= +  (3) 
ια α ί  ό ι  οι ή φα ο έ   ύ  , 1  αι , 2  ιέ αι α ό ο  

α ί α ί  ό ι ο ί ο  ί αι ο θο ώ ιο α ή α ί α ισ ύ ι : 
2 2 2 2

1... 4R(R ρ )= +   = −  , ο  ισ ύ ι ά α ό ά ις α ό ις 
σ έσ ις ,  αι . 
ια ο ή ος  , α ό α ό οια ί α  αι  έ ο  : 

1

2R
...

2R ρ2 R(R x)
=  = 

−−
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Π όβ α 101ο   
Έ α 3D ! sangaku 

ία σφαί α ιβά αι α ό  ι ό ς 
ώσ   άθ  ία α φά αι ς ά ς 
σφαί ας αι σ ό ς  ά ς  ι ό ς 

ι ο ι ές ς. Α  ί ο   α ί α  
ι ώ  ύ  οια ί αι  α ί α ς ά ς 

σφαί ας.  
Υ ο ο ισ οί 

αι ά ι ο Α ι ή ς !  
Έ α α ό α ι α ο ι ά ο ύ α ο  ά ο  

ί αι ο ι οσι- ά ο  
ιαθέ ι  έ ς:  ισό α ί α αι  
α ο ι ά ά α.  

Έ ι  ο φές – σ ις ο οί ς ο οθ ού  ις 
ι ές σφαί ς - αι  α ές. 
  άθ  ο φή ο  ώ ο αι α ά  ύο 
ί α αι ύο ά α. 

Ό ς οι α ές σ α ί ο  έ α  σ ό έ ι 
α ο ι ώ  α ώ , ο  έ ο αι α ά ύο 

σ ις ο φές ο  ο έ ο .  
Α  οβά ο  ο σ ό σ ο ί ο ώσ  α 
φαί αι ο ά ο αι οι έ α ύ οι ο  

ιβά ο   βασι ή σφαί α, θα έ ο  έ α 
σ ή α σα  ο ι α ό.  ία  ί αι ο , 
ο ό  σ ο ο θο ώ ιο  θα ισ ύ ι :  

ο 5 1 rσυν18
4 r R

R
... r

5

−
=  = 

+

 =
  

 α α ά  ύσ  ί αι ο  Yoshida αι ο sangaku ί αι ο  
 αι όθ  α ό ο  αθ α ι ό Ishikawa Nagamasa 

σ ο  αό Gyuto Tennosha σ ο ό ιο.  
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Ε ι ή α θ ο αφία   

ιο ι ό Quantum ύχος α ίο  – Α ι ίο  199   ί ο ω ία ς 
α ό ας ο  George Berzseny.  

α χια ή ασία ης ω ίας ί α   ί ο «Ισ ο ία ω  
οβ ά ω  σ α αθ α ι ά» σ . 117 .  
ασία ο  ά σι α ή ω   ί ο Sangakou 19,999 οβ ή α α σ  

ω ία Π. Ε  α βα ίο  σχο ής  
ιο ι ό «Α ο ώ ιος» ης Ε. .Ε. αθίας ύχος o ο ά θ ο ο  ιά  

Α α ί  SAN-GAKU « ο ύχ ω α ω ι ά οβ ή α α α ό  Ια ω ία».   
ασι ά βιβ ία   Sacred Mathematics: Japanese Temple Geometry by Hidetoshi Fukagawa and Tony Rothman. PRINCETON UNIVERSITY  Japanese temple geometry problems,  Hidetoshi Fukagawa - Daniel Pedoe Charles Babbage Research Centre Traditional Japanese mathematics problems from the 18th and 19th centuries-  Fukagawa and Sokolowsky.   


