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 SANGAKU ɻ ʋαʌαɷοσιαʃή Ιαʋωʆιʃή ȳɸωʅɸʏʌία  
Ⱥα ɸʋισʃɸφθούʅɸ σɸ ʅία άʄʄɻ ɸʋοʖή, ʅία ʖώʌα ʅɸ ɷιαφοʌɸʏιʃή ʃοʐʄʏούʌα αʋό 
ʏɻʆ ɷιʃή ʅας. Ⱥα ʏαʇιɷέʗοʐʅɸ σʏɻʆ Ȼαʋʘʆία σʏις αʌʖές ʏοʐ ϭϳοʐ αιώʆα. Η 
ʋɸʌίοɷος αʐʏή ʏɻς ισʏοʌίας ʏɻς Ȼαʋʘʆίας ʄέɶɸʏαι Edo (1603-ϭϴϲϳͿ, ɸίʆαι ʅία 
ʋɸʌίοɷος όʋοʐ ɻ ʖώʌα ɸίʆαι αʋοʃοʅʅέʆɻ αʋό ʏοʆ ʐʋόʄοιʋο ʃόσʅο. Ɉο ɸʇʘʏɸʌιʃό 
ɸʅʋόʌιο αʋαɶοʌɸύοʆʏαʆ ʃαι ʅία φοʌά ʏο ʖʌόʆο ʅόʆο έʆα ȳɸʌʅαʆιʃό ʋʄοίο ʋʄɻσίαɺɸ 
σʏο Nagasaki.   
ȵʋɸιɷή ɻ ʋʌόσβασɻ σɸ όʄɸς ʏις ʅοʌφές ʏοʐ ɷʐʏιʃού ʋοʄιʏισʅού ήʏαʆ αɷύʆαʏɻ, 
ʋɸʌιοʌίσʏɻʃɸ ʃαι ɻ ɷιɸίσɷʐσɻ όʄʘʆ ʏʘʆ ɷʐʏιʃώʆ ɸʋισʏɻʅοʆιʃώʆ ιɷɸώʆ ʃαι 
ɸʋιʏɸʐɶʅάʏʘʆ.  
Ⱦαʏά ʏɻ ɷιάʌʃɸια αʐʏής ʏɻς ʋɸʌιόɷοʐ αʋοʅόʆʘσɻς, έʆα ʆέο ɸίɷος Ȼαʋʘʆιʃώʆ 
ʅαθɻʅαʏιʃώʆ ήʃʅασɸ. Οι Ȼάʋʘʆɸς ʅαθɻʅαʏιʃοί, οι σαʅοʐʌάι, οι έʅʋοʌοι ʃαι οι 
αɶʌόʏɸς, θα ʄύσοʐʆ ʅια ʅɸɶάʄɻ ʋοιʃιʄία ʋʌοβʄɻʅάʏʘʆ ɶɸʘʅɸʏʌίας. Ⱥα 
ʃαʏαɶʌάʗοʐʆ ʏις ʋʌοσʋάθɸιές ʏοʐς σɸ ʇύʄιʆɸς ʋιʆαʃίɷɸς ʃαι θα ʃʌɸʅάσοʐʆ ʏα έʌɶα 
αʐʏά ʃάʏʘ αʋό ʏις σʏέɶɸς ʏʘʆ ʆαώʆ.    
Ɉα ʅαθɻʅαʏιʃά αʐʏά ʋʌοβʄήʅαʏα οʆοʅάɺοʆʏαι sangaku, ʅια ʄέʇɻ ʋοʐ σɻʅαίʆɸι 
ʅαθɻʅαʏιʃή ʋιʆαʃίɷα, ʃαι σʐʆοɷɸʐόʏαʆ ʋάʆʏα ʅɸ ʏɻʆ ʋʌόʃʄɻσɻ «ȿύσʏɸ αʐʏό αʆ 
ʅʋοʌɸίʏɸ»!  Ɉο ʋιο ʋαʄιό sangaku ʋοʐ σώɺɸʏαι ɸίʆαι ʏοʐ ϭϲϴϯ σɸ ʆαό σʏɻʆ 
ʋɸʌιφέʌɸια Tochigi ʃαι ʏο ʋιο ʋʌόσφαʏο ʏοʐ ϭϴϳϬ σʏο ʆαό Ubara.      

https://en.wikipedia.org/wiki/Sangaku
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Η ʋʄɸιοʗɻφία ʏʘʆ ʋʌοβʄɻʅάʏʘʆ ʋοʐ ɸʅφαʆίɺοʆʏαι σʏα sangaku ɸίʆαι ɶɸʘʅɸʏʌιʃά 
ʅɸ ʃύʃʄοʐς ʃαι ʏʌίɶʘʆα. ɇʏα ʋʌοβʄήʅαʏα σʋάʆια ɷιʆόʏαʆ ʃαι ɻ ʄύσɻ, ʃάʏι ʋοʐ 
ɸʌʅɻʆɸύɸʏαι σαʆ ʋʌόʃʄɻσɻ ɶια ɸύʌɸσɻ ʏɻς ʄύσɻς.   
Ɉα sangaku ɷɻʅιοʐʌɶήθɻʃαʆ αʋό άʆɷʌɸς , ɶʐʆαίʃɸς ʃαι ʋαιɷιά όʄʘʆ ʏʘʆ 
ʃοιʆʘʆιʃώʆ ʏάʇɸʘʆ. ȳιαʐʏό ʐʋάʌʖɸι ʅία ʅɸɶάʄɻ ʋοιʃιʄία αʋό θέʅαʏα, αʋό ʋοʄύ 
ɸύʃοʄα ʘς ʃαι σɸ ʋοʄύ ɷύσʃοʄα ʋοʐ αʋαιʏούʆ ɸʇɸιɷιʃɸʐʅέʆɸς ɶʆώσɸις ɶια ʆα 
ʄʐθούʆ.  
Ɉα έʌɶα αʐʏά ɸίʆαι ɶʌαʅʅέʆα  σɸ ʅια ɶʄώσσα ʋοʐ οʆοʅάɺɸʏαι Kanbun, ɻ οʋοία 
ʖʌɻσιʅοʋοιούσɸ ʃιʆɸɺιʃούς ʖαʌαʃʏήʌɸς ʃαι οʐσιασʏιʃά ʃιʆɸɺιʃή ɶʌαʅʅαʏιʃή. Η 
ʖʌήσɻ Kanbun έʋαιʇɸ έʆα ʌόʄο ʋαʌόʅοιο ʅɸ ʏα ȿαʏιʆιʃά σʏɻ ȴύσɻ οʋόʏɸ όʋοιος 
ʖʌɻσιʅοʋοιούσɸ ʏɻ ɶʄώσσα αʐʏή ήʏαʆ ʅοʌφʘʅέʆος. ȳια αʐʏό ʏο ʄόɶο ɻ  
ʋʄɸιοʗɻφία ʏʘʆ ɷɻʅιοʐʌɶώʆ sangaku ήʏαʆ ʅέʄɻ ʏɻς ʏάʇɻς ʏʘʆ σαʅοʐʌάι.      
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Ο ʅɸɶάʄος αʌιθʅός ʏʘʆ Sangaku οφɸίʄɸʏαι ʅάʄʄοʆ, σʏɻʆ ɸʃʄαΐʃɸʐσɻ ʏɻς 
ɶɸʘʅɸʏʌίας. Έʏσι οι όʅοʌφɸς ʃαι ʅʐσʏɻʌιώɷɸις ʇύʄιʆɸς ʋιʆαʃίɷɸς ʋοʐ ɸʅφαʆίɺοʆʏαι 
σɸ ʖώʌοʐς ʄαʏʌɸίας, βοήθɻσαʆ ʆα αʋοʃʏήσοʐʆ ʏα ʅαθɻʅαʏιʃά έʆα ιɷιαίʏɸʌο ʌόʄο 
σʏɻʆ ιαʋʘʆιʃή ʃοʐʄʏούʌα.    
Η ʃίʆɻσɻ αʐʏή ʅοιάɺɸι ʅɸ ʏɻʆ αʆʏίσʏοιʖɻ Ʌʄαʏʘʆιʃή θɸώʌɻσɻ. Ας ʅɻ ʇɸʖʆούʅɸ ʏɻʆ 
ʋʌοʅɸʏʘʋίɷα ʏɻς Αʃαɷɻʅίας ʏοʐ Ʌʄάʏʘʆα «ɀɻɷɸίς αɶɸωʅέʏʌɻʏος ɸισίʏω». Η 
αʆʏίʄɻʗɻ όʏι ɻ ȳɸʘʅɸʏʌία ɸίʆαι έʆα ʋοʄύ ʃαʄό ʅέσο ɶια ʆα ʅʋοʌɸί ʃάʋοιος ʆα 
φιʄοσοφɸί ʅας οɷɻɶɸί σʏɻʆ θέσɻ όʏι ɻ ȳɸʘʅɸʏʌία ʃαι ɻ ʋʌοσήʄʘσɻ ʋοʐ αʋαιʏɸί ɻ 
ʄύσɻ ɸʆός ɶɸʘʅɸʏʌιʃού ʋʌοβʄήʅαʏος βοɻθά ʆα ασʖοʄɻθɸί ʃάʋοιος ʅɸ βαθύʏɸʌα 
φιʄοσοφιʃά ɸʌʘʏήʅαʏα, αʄʄά ʃαι ʆα αʋοʃʏήσɸι έʆαʆ βαθʅό σʐʆɸιɷɻʏόʏɻʏας ʋοʐ 
αʋαιʏɸίʏαι ɶια ʆα βʌɸθɸί ʃάʋοιος σɸ έʆα ιɸʌό ʖώʌο.      
ɇʏο ɸʄʄɻʆιʃό σʖοʄɸίο ʏοʐ Ϯϭοʐ αιώʆα ɻ ɸʆασʖόʄɻσɻ ʅɸ ʏα ʋʌοβʄήʅαʏα αʐʏά ʅʋοʌɸί 
ʆα αʋοʏɸʄέσɸι ʏɻʆ αφοʌʅή ʆα ʅάθοʐʆ οι ʅαθɻʏές ʆα ɸʋιʄύοʐʆ έʆα ʋʌόβʄɻʅα 
ʖʌɻσιʅοʋοιώʆʏας ʅαθɻʅαʏιʃά ɸʌɶαʄɸία ʋοʐ ɶʆʘʌίɺοʐʆ, ʖʘʌίς όʅʘς ʆα ɶʆʘʌίɺοʐʆ 
ʏɻʆ ύʄɻ ʋάʆʘ σʏɻʆ οʋοία βασίɺɸʏαι ɻ ʄύσɻ ʏοʐ σʐɶʃɸʃʌιʅέʆοʐ ʋʌοβʄήʅαʏος. 
ɀʋοʌούʆ ʆα ʖʌɻσιʅοʋοιήσοʐʆ ȵʐʃʄɸίɷɸια ɶɸʘʅɸʏʌία, αʆαʄʐʏιʃή ɶɸʘʅɸʏʌία, 
ʏʌιɶʘʆοʅɸʏʌία αʄʄά ʃαι ʅɸθόɷοʐς ʃαι ʏɸʖʆιʃές αʆάʄʐσɻς. ɀɸ ʏοʆ ʏʌόʋο αʐʏό 
αʆαʋʏύσσοʐʆ ɷɸʇιόʏɻʏɸς ɸʋίʄʐσɻς ʋʌοβʄɻʅάʏʘʆ αʄʄά ʃαι σʏάσɸις ʘς ʋʌος ʏɻʆ 
αʆαɶʃαιόʏɻʏα ɶια έʌɸʐʆα ʃαι ɷɻʅιοʐʌɶία.          
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ɇɸ έʆα sangaku ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι έʆα 
ʋʄήθος σʏοιʖɸίʘʆ όʋʘς ɻ σʖοʄή ʃαι ʏο 
όʆοʅα ʏοʐ ɸισɻɶɻʏή, ɻ ɻʅɸʌοʅɻʆία 
ɷιαʏύʋʘσɻς ʏɻς άσʃɻσɻς, ʏο σʖήʅα ʃαι 
ɻ ɸʃφώʆɻσɻ ʃαθώς ʃαι ɻ αʋάʆʏɻσɻ ʏοʐ 
ʋʌοβʄήʅαʏος.     

To sangaku ʋοʐ ʐʋάʌχɸι σʏɻʆ ʋʌοʅɸʏωʋίɷα 
ʏοʐ ʆαού Ɂαός σʏɻʆ ʋɸʌιοχή ʏɻς Fukushima 
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Ɉα έʌɶα αʐʏά σʏɻʆ ȵʄʄɻʆιʃή βιβʄιοɶʌαφία αʆαφέʌοʆʏαι αʋοσʋασʅαʏιʃά σɸ ʋοʄύ 
ʋɸʌιοʌισʅέʆο αʌιθʅό ɷɻʅοσιɸʐʅάʏʘʆ. ȵʆɷɸιʃʏιʃά αʆαφέʌοʐʅɸ ʏο άʌθʌο σʏο 
ʋɸʌιοɷιʃό Quantum ʏɸύχος ɀαʌʏίοʐ – Αʋʌιʄίοʐ 1995 ʅɸ ʏίʏʄο ȳɸωʅɸʏʌία ʏɻς 
ʋαɶόɷας ʏοʐ George Berzseny, σʏɻ ʅɸʏαʋʏʐʖιαʃή ɸʌɶασία ʏɻς ȳɸωʌɶίας ȳʃʌίʏɺαʄɻ 
ʅɸ ʏίʏʄο «Ισʏοʌία ʏωʆ ʋʌοβʄɻʅάʏωʆ σʏα ʅαθɻʅαʏιʃά» ;σɸʄ. ϭϭϳͿ, σʏɻʆ ɸʌɶασία 
ʏοʐ ȿʐɶάʏσιʃα ȷήʆωʆ ʅɸ ʏίʏʄο Sangakou 19,999 ʋʌοβʄήʅαʏα σʏɻ ɶɸωʅɸʏʌία Π.ȳΕȿ 
Ȳαʌβαʃɸίοʐ σχοʄής ʃαι σʏο ʋɸʌιοɷιʃό «Αʋοʄʄώʆιος» ʏɻς Ε.ɀ.Ε. ȸʅαθίας ʏɸύχος 4o ʏο άʌθʌο ʏοʐ ȳιάʆʆɻ Αʋʄαʃίɷɻ SAN-GAKU «ʋοʄύχʌωʅα ɶɸωʅɸʏʌιʃά 
ʋʌοβʄήʅαʏα αʋό ʏɻʆ Ιαʋωʆία».   
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ɇʏɻʆ ɷιɸθʆή βιβʄιοɶʌαφία ʃɸʆʏʌιʃό ʌόʄο έʖɸι ɻ ɸʌɶασία 
ʏοʐ Hidetoshi Fukagawa ʋοʐ ʅαɺί ʅɸ ʏοʆ Daniel Pedoe 
ɷɻʅοσίɸʐσɸ ʏο ϭϵϴϵ ʏɻʆ ʋʌώʏɻ σʐʄʄοɶή Sangaku σʏο 
βιβʄίο ͞Japanese temple geometry problems͟  
Αʃοʄούθɻσαʆ :                                                 
ʏο βιβʄίο ͞Traditional Japanese mathematics problems from the 18th and 19th centuries͟ ʏοʐ Fukagawa ʃαι Sokolowsky.   
ʏο ͞sacred mathematics͟ ʏʘʆ Fukagawa ʃαι Rothman. 
Αʄʄά ʃαι ʋʄήθος άʄʄʘʆ άʌθʌʘʆ σʏɻʆ Αʅɸʌιʃάʆιʃɻ 
ɀαθɻʅαʏιʃή ȵʏαιʌɸία ʃαι papers Αʅɸʌιʃάʆιʃʘʆ ʃαι 
Ȼαʋʘʆιʃώʆ ʋαʆɸʋισʏɻʅίʘʆ ;ɷɸς βιβʄιοɶʌαφίαͿ.  
Η σʐʄʄοɶή ʋοʐ αʃοʄοʐθɸί ɸίʆαι ʅία ʋʌοσʋάθɸια 
ɸʆασʖόʄɻσɻς ʅɸ ʏα ʐʋέʌοʖα αʐʏά ʋʌοβʄήʅαʏα σʏο 
ȵʄʄɻʆιʃό σʖοʄɸίο ʅɸ ʅαθɻʏές ʃʐʌίʘς ʏɻς Ȳ’ ȿʐʃɸίοʐ. 
ɀία ʋʌοσʋάθɸια ʆα ɸʆʏαʖθούʆ ʏα θέʅαʏα αʐʏά σʏο 
αʆαʄʐʏιʃό ʋʌόɶʌαʅʅα ɷιɷασʃαʄίας ʏɻς ȳɸʘʅɸʏʌίας ʃαι 
ɀαθɻʅαʏιʃώʆ ʋʌοσαʆαʏοʄισʅού.  
Αʋοʏɸʄɸί ʋʌόʃʄɻσɻ σʏοʆ ʃαθέʆα ʆα ɸʋιʖɸιʌήσɸι ʏɻʆ 
ɸʋίʄʐσɻ ʏʘʆ ɶɸʘʅɸʏʌιʃώʆ αʐʏώʆ ʋʌοβʄɻʅάʏʘʆ.  
Ας ɸʋιʖɸιʌήσοʐʅɸ …    
ʆα ʄύσοʐʅɸ, ʆα ʃαʏασʃɸʐάσοʐʅɸ αʄʄά ʃαι ʆα 
ɷɻʅιοʐʌɶήσοʐʅɸ αʄɻθιʆά ɶɸʘʅɸʏʌιʃά έʌɶα ʏέʖʆɻς…      
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ɀɸʌιʃά αʃόʅα Sangaku       
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Πʌόβʄηʅα ϭο   

ȴίʆοʆʏαι οι ʃύʃʄοι ;Ƀϭ,ʌϭͿ, ;ɃϮ,ʌϮͿ ʃαι ;Ƀϯ,ʌϯͿ ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι αʆά ɷύο όʋʘς ʃαι 

ʅιας ɸʐθɸίας ;ɸͿ. ȴɸίʏɸ όʏι ισʖύɸι ɻ σʖέσɻ :  
3 1 2

1 1 1

ρ ρ ρ
= +    

Βοηθηʏιʃή ʋʌόʏαση  
Αʆ οι ʃύʃʄοι ;Ƀ1,ʌ1Ϳ ʃαι ;Ƀ2,ʌ2Ϳ ɸφάʋʏοʆʏαι ʅɸʏαʇύ ʏοʐς 
ʃαι ʅιας ɸʐθɸίας ;ɸͿ , ʏόʏɸ ɶια ʏο ʃοιʆό ɸφαʋʏόʅɸʆο 
ʏʅήʅα ΑȲ ισʖύɸι  : 1 2ǹǺ 2 ρ ρ=    
Αʋόɷɸιʇɻ  

Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏɻʆ Ƀ2Ⱦ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ Ƀ1Α. Αʋό Ʌ.Ⱥ σʏο Ƀ1Ƀ2Ⱦ έʖοʐʅɸ  
2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2Ȁȅ ȅ ȅ ȅ Ȁ Ȁȅ (ρ ρ ) (ρ ρ ) Ȁȅ 2 ρ ρ= −  = + − −  =    
Αʋό ʏο σʖήʅα έʖοʐʅɸ όʏι 

ȕοȘșȘĲȚțȒπρόĲαıȘ

1 2 1 3 2 3

3 1 2

1 1 1ǹǺ ǹΓ ΓǺ 2 ρ ρ 2 ρ ρ 2 ρ ρ
ρ ρ ρ

= +   =  +   = +    
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Πʌόβʄηʅα Ϯο   

ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ 
έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι έʆα 
ʏɸʏʌάɶʘʆο ȸȺȴȷ ʏο 
ισόʋʄɸʐʌο ȵȴȻ, ʏο ισοσʃɸʄές 
ȴȻȳ ʃαι ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ⱦ,ʌͿ 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σʏο 
ʏɸʏʌάʋʄɸʐʌο ȸȺȵΑ.                               
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι Ȳȴ=Αȳ-ΑȲ   

Αʋόɷɸιʇη  
ȵʋɸιɷή ʏο ȵȴȳ ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο ʃαι 
ισʖύɸι ȵȴ=ȴȻ=ȵȻ=Ȼȳ έʖοʐʅɸ όʏι ȳ=ϯϬο ʃαι 
Ȳ=ϲϬο .  
Όʅοια σʏο Ȳȸȷ έʖοʐʅɸ Ȳ=ϲϬο ʃαι ȸ=ϯϬο , 
άʌα αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ Ȳȷ=ʘ ʏόʏɸ Ȳȸ=Ϯʘ. 
Ɉα σɻʅɸία ȸ,Ⱦ ʃαι ȵ ɸίʆαι σʐʆɸʐθɸιαʃά 
;ɶιαʏί;Ϳ , οʋόʏɸ ʏα ʏʌίɶʘʆα Ȳȸȷ, ȸȺȵ ʃαι 
ȸΑȵ ɸίʆαι ίσα. 
Αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ ʏɻʆ ʋʄɸʐʌά ʏοʐ 
ʏɸʏʌαɶώʆοʐ ʖ ʃαι ʏις ȴȻ=ȵȴ=ȵȻ=Ȼȳ=ʗ  

Ɉόʏɸ αʋό ʏα ʋαʌαʋάʆʘ έʖοʐʅɸ : ȸΑ=ʖ, Αȵ=ȵȺ=ʘ. 
Άʌα Αȳ-ΑȲ=;ʘ+ϮʗͿ-;ʖ+ϮʘͿ=Ϯʗ-ʖ-ʘ 
Αʄʄά ȵȴ=ȵȺ+Ⱥȴ, άʌα ισʖύɸι όʏι ʗ=ʖ+ʘ 
Ƀʋόʏɸ Αȳ_ΑȲ=Ϯʗ-ʖ-ʘ=ʗ=ʖ+ʘ=Ȳȴ.      
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Πʌόβʄηʅα ϯο   

ȴίʆɸʏαι ʆ-ɶʘʆο ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,R). Αʋό ʅία 
ʃοʌʐφή ʏοʐ φέʌʆοʐʅɸ ʏις ɷιαɶώʆιοʐς ʏοʐ. ȳʌάφοʐʅɸ ʏοʐς 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐς ʃύʃʄοʐς σʏα σʖɻʅαʏιɺόʅɸʆα ʆ-2 ʏʌίɶʘʆα. 
Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏις αʋοσʏάσɸις ʏοʐ ʃέʆʏʌοʐ Ƀ αʋό ʏις ʋʄɸʐʌές 
ʏοʐ ʋοʄʐɶώʆοʐ. Ȼσʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα :  

1 2 Ȟ 2 1 2 Ȟρ ρ ... ρ d d ... d (n 2)R−+ + + = + + + − −                                    ( θα αʋοɷɸίʇοʐʅɸ ʏɻʆ ʋʌόʏασɻ ɶια ʋɸʆʏάɶʘʆο n=5)  
Βοηθηʏιʃή ʋʌόʏαση (θɸώʌηʅα ʏοʐ Carnot)  

Έσʏʘ ΑȲȳ ʏʌίɶʘʆο ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαι ;Ȼ,ʌͿ ο 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆος σʏο ʏʌίɶʘʆο ʃύʃʄος. Αʆ d1,d2 ʃαι d3 οι 
αʋοσʏάσɸις ʏοʐ ʋɸʌίʃɸʆʏʌοʐ Ƀ αʋό ʏις ʋʄɸʐʌές α,β,ɶ ʏοʐ 
ʏʌιɶώʆοʐ αʆʏίσʏοιʖα, ʏόʏɸ ισʖύɸι : d1+d2+d3=R+ʌ 
Αʋόɷɸιʇɻ 
Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏα ύʗɻ ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȲȳ. Ɉα ʏʌίɶʘʆα ɃȾȳ, Αȷȳ ʃαι 
ΑȲȵ ɸίʆαι όʅοια ;ɶιαʏί;Ϳ 
Άʌα θα ισʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς : 

1
1

d AE ǹǽ ǹǼ ǹǽ
d (Ȗ ȕ) R (AE AZ)

R Ȗ ȕ Ȗ ȕ
+

= = =   + =  +
+

  
Όʅοια θα ισʖύοʐʆ ʃαι οι ισόʏɻʏɸς : 

2d (α Ȗ) R (BZ Bǻ) + =  +  ʃαι 3d (ȕ α) R (ΓǼ Γǻ) + =  +   
Ʌʌοσθέʏοʆʏας ʃαʏά ʅέʄɻ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : 

1 2 3d (ȕ Ȗ) d (Ȗ α) d (ȕ α) R (α ȕ Ȗ) + +  + +  + =  + +  (1)   
3 1 2

1 2 3

α ȕ ȖǹȜȜά (ǹǺΓ) Ĳ ρ (ǹȅǺ) (ǺȅΓ) (Γȅǹ) ρ
2

d Ȗ d α d ȕ α ȕ Ȗ ρ d α d ȕ d Ȗ (α ȕ Ȗ) ρ (2)
2 2 2 2

+ +
=   + + =  

   + +
+ + =    +  +  = + + 

  
Ʌʌοσθέʏοʆʏας ʏις ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι  :    d1+d2+d3=R+ʌ  
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Σηʅɸίωση : Αʆ ʏο ʏʌίɶʘʆο ɸίʆαι αʅβʄʐɶώʆιο ʃαι ʃάʋοια αʋό ʏις αʋοσʏάσɸις ɸίʆαι 
ɸʇοʄοʃʄήʌοʐ ɸʃʏός ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ʏόʏɸ σʏɻʆ ισόʏɻʏα ʋοʐ θέʄοʐʅɸ ʆα αʋοɷɸίʇοʐʅɸ ɻ 
αʋόσʏασɻ αʐʏή αφαιʌɸίʏαι αʆʏί ʆα ʋʌοσʏίθɸʏαι.    

Αʋό ʏο θɸώʌɻʅα ʏοʐ Carnot έʖοʐʅɸ : 
ɇʏο ʏʌίɶʘʆο Αȵȴ : 1 2 6 1d d d ρ R+ − = +   
ɇʏο ʏʌίɶʘʆο Αȴȳ : 6 7 3 2d d d ρ R+ + = +  
ɇʏο ʏʌίɶʘʆο ΑȳȲ : 4 5 7 3d d d ρ R+ − = +  
Ʌʌοσθέʏοʆʏας ʃαʏά ʅέʄɻ έʖοʐʅɸ : 

1 2 3 4 5 1 2 3d d d d d ρ ρ ρ 3 R+ + + + = + + +   
Άʌα  :

1 2 3 1 2 3 4 5ρ ρ ρ d d d d d 3R+ + = + + + + −   
Πʌόβʄηʅα ϰο           

Έσʏʘ ʆ-ɶʘʆο ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,R). Ɍέʌʆοʐʅɸ ɷιαɶώʆιοʐς ʅɸ ʏʐʖαίο ʏʌόʋο 
ώσʏɸ ʆα ʏο ʖʘʌίσοʐʅɸ σɸ ʆ-Ϯ ʏʌίɶʘʆα. ȵɶɶʌάφοʐʅɸ σɸ αʐʏά ʏοʐς ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐς 
ʃύʃʄοʐς. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι σɸ ʃάθɸ ʋɸʌίʋʏʘσɻ ʖʘʌισʅού ʏοʐ ʋοʄʐɶώʆοʐ ʏο 
άθʌοισʅα ʏʘʆ αʃʏίʆʘʆ ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ ʋαʌαʅέʆɸι σʏαθɸʌό. 
;θα αʋοɷɸίʇοʐʅɸ ʏɻʆ ʋʌόʏασɻ ɶια ʋɸʆʏάɶʘʆοͿ 
Αʋʄή ɸφαʌʅοɶή ʏοʐ ʋʌοɻɶούʅɸʆοʐ ʋʌοβʄήʅαʏος … 
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Πʌόβʄηʅα ϱο  

ȴίʆɸʏαι οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ ʃαι ο 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆος σʏο ʏʌίɶʘʆο ʃύʃʄος ;Ƀ,ʌͿ. 
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȷ,ȴ,ȵ ʏα σɻʅɸία ɸʋαφής ʏοʐ 
ʃύʃʄοʐ ʅɸ ʏις ʋʄɸʐʌές ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȲ,Ȳȳ ʃαι 
Αȳ αʆʏίσʏοιʖα. ȳʌάφοʐʅɸ ʏοʐς ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐς 
ʃύʃʄοʐς ʏʘʆ ʏɸʏʌαʋʄɸύʌʘʆ ȳȵɃȴ ʃαι ɃȴȲȷ 
;Ⱦ2,ʌ2Ϳ ʃαι ;Ⱦ1,ʌ1Ϳ αʆʏίσʏοιʖα. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι 
ισʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα : 2

1 2ρ 2 ρ ρ=       
Αʋόɷɸιʇη 
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο Ⱦ2ȵɀ αʋό Ʌ.Ⱥ. 
έʖοʐʅɸ όʏι 2 2ǼȀ ρ 2=  , όʅοια σʏο 

ɁȾ1ȷ έʖοʐʅɸ όʏι 1 1ǽȀ ρ 2=  . 
Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȵȾ2Ƀ ʃαι ȷɃȾ1 ɸίʆαι όʅοια 
;ɶιαʏί;Ϳ                                                                                    

Άʌα       
2 2

1 1

2

1 2

ǼȀ ρ 2Ǽȅ ρ
ȅǽ ǽȀ ρ ρ 2

ρ 2ρ ρ

=  =

 =
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Πʌόβʄηʅα ϲο    

ȴίʆοʆʏαι ɷύο ίσοι ʃύʃʄοι ;Ƀ,ʌͿ ʃαι 
;Ⱦ,ʌͿ ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι ʅɸʏαʇύ ʏοʐς 
όʋʘς ʃαι ʅιας ɸʐθɸίας ;ɸͿ. Έʆα 
ʏɸʏʌάɶʘʆο ȿɀɇɅ ʋʄɸʐʌάς ʖ 
ɸɶɶʌάφɸʏαι όʋʘς σʏο σʖήʅα.                                                 

Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι : 2
x ρ

5
=    

Αʋόɷɸιʇη  
Ʌʌοɸʃʏɸίʆοʐʅɸ ʏɻʆ ȿɀ ʋοʐ ʏέʅʆɸι ʏις ɃȲ 
ʃαι Ⱦȳ σʏα σɻʅɸία ȴ ʃαι ȵ αʆʏίσʏοιʖα. 
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȴȿ=ɀȵ=ʗ. Ƀʋόʏɸ Ϯʗ+ʖ=Ϯʌ ;ϭͿ 
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆα Ƀȴȿ αʋό Ʌ.Ⱥ. 
έʖοʐʅɸ 

2 2 2 2 2 2ȅǻ ǻȁ ȅȁ (ρ Ȥ) ȥ ρ (2)+ =  − + =   
Αʋό ;ϭͿ, ;ϮͿ αʋαʄɸίφοʆʏας ʏο ʗ 

ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏɻʆ σʖέσɻ 2
x ρ

5
= . 

Β’ ʏʌόʋος 
Ɉα σɻʅɸία Ƀ,ɀ,ȳ ɸίʆαι σʐʆɸʐθɸιαʃά ;ɶιαʏί;Ϳ 
Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ȳɀɇ ʃαι ɃȲȳ έʖοʐʅɸ : 
ȂȈ ȅǺ Ȥ ρ

ȤΓȈ ǺΓ 2ρρ
2

Ȥ 5Ȥ 2
2Ȥ ρ ρ Ȥ ρ

2 2 5

=  = 
−

= −  =  =

      
Ɉο sangaku αʐʏό 
ɸίʆαι έʆα αʋό ʏα ϭϲ 
ʃοʅʅάʏια αʋό ʏα 
οʋοία αʋοʏɸʄɸίʏαι ɻ 
«ʋιʆαʃίɷα ʏοʐ 
ɷʌάʃοʐ» 
ʏοʋοθɸʏήθɻʃɸ σʏοʆ 
ʆαό ʏοʐ Murahisagun σʏɻʆ 
ʋόʄɻ Okayama ʃαι 
ʋαʌοʐσιάσʏɻʃɸ ʏο 1873 
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Πʌόβʄηʅα ϳο    

Ⱥɸʘʌούʅɸ ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο 
ΑȲȳ ʋʄɸʐʌάς α ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σɸ 
ʃύʃʄο ;Ƀ,ʌͿ. Έσʏʘ ȴ ʏο ʅέσο ʏɻς 
ʋʄɸʐʌάς ȳȲ ʃαι ȴȵȷ ισόʋʄɸʐʌο 
ʏʌίɶʘʆο ʋʄɸʐʌά ʖ ;όʋʘς σʏο 
σʖήʅαͿ.                                             

Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι αȤ ( 5 1)
4

=  −     
Αʋόɷɸιʇη   

ɇʏο ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ 
ισʖύοʐʆ :  

α 3α ρ 3 ρ
3

=  =   (1) 
3

ρ α 3ȅǻ α
2 6

= = =   (2) 
ɇʏο ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο ȴȷȵ αʆʏίσʏοιʖα θα 
ɸίʆαι :  

ȤǾǼ
2

=  ;ϯͿ  ʃαι  Ȥ 3ǻǾ
2

=   (4) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο Ƀȸȵ έʖοʐʅɸ :  

2
2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

α 3 Ȥ 3 Ȥ α 3ȅǾ ǾǼ ȅǼ ( ) ( )
6 2 4 3

α 3Ȥ 3αȤ Ȥ α
... 12Ȥ 6αȤ 3α 0

12 4 6 4 3

+ =  + + = 

+ + + =   + − =

  
Αʋό όʋοʐ έʖοʐʅɸ όʏι αȤ ( 5 1)

4
=  −  

Ɉο sangaku αʐʏό 
ʏοʋοθɸʏήθɻʃɸ σʏοʆ 
ʆαό Kanzeondo σʏɻʆ 
ʃασʏʌοʋοʄιʏɸία Toba 
ʃαι ʋαʌοʐσιάσʏɻʃɸ  
ʏο ϭϴϬϬ αʋό ʏοʆ Kobata Atsukuni 
έʆαʆ σʋοʐɷασʏή 
σʏɻς σʖοʄής Aida 
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Πʌόβʄηʅα ϴο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς α 
έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι ʏɸʏʌάɶʘʆο Αȵȷȸ 
ʋʄɸʐʌάς Ϯʌ ʃαι ʃύʃʄο ;Ƀ,ʌͿ. ȸ 
ɸφαʋʏόʅɸʆɻ ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ;Ƀ,ʌͿ ʏέʅʆɸι ʏο 
αʌʖιʃό ʏɸʏʌάɶʘʆο σʏα σɻʅɸία ɇ ʃαι Ɉ. 

Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι 2α (4 5 2)Ȉȉ
17

 +
=    

Αʋόɷɸιʇη  
Ȼσʖύɸι όʏι ǹΓ α 2=  ʃα
ǹΓ ǹǽ ǽȅ ȅΓ 2ρ 2 ρ ρ 2 ρ (1 3 2)= + + = + + =  +   

Άʌα α 2 α 2 (3 2 1) α (6 2)ρ
17 171 3 2

 −  −
= = =

+
  

Αʋό Ʌ.Ⱥ σʏο ȷɉɈ έʖοʐʅɸ 
2 2 2 2 2ǽȉ ǽȊ Ȋȉ ǽȉ 2(α 2ρ)= +  = −   

Άʌα ;α>ϮʌͿ 
2α (6 2)ǽȉ 2 (α 2ρ) 2 (α )

17

5α 2α 2 4 5 2
2 ( ) α

17 17

 −
=  − =  − =

+ +
=  = 

  
Άʌα 4 5 2Ȉȉ 2 ǽȉ 2α

17

+
=  =         

To sangaku αʐʏό 
ʏοʋοθɸʏήθɻʃɸ σʏοʆ 

ʆαό Shimizu σʏɻʆ 
ʆοʅαʌʖία Nagano 

ʃαι ʋαʌοʐσιάσʏɻʃɸ   
αʋό ʏοʆ Kobayashi Syouta ʏο ϭϴϮϴ 
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Πʌόβʄηʅα ϵο   

ɇʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι 
;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ ɷύο ʃύʃʄοʐς ;ȸ,ʌͿ ʃαι 
;ȷ,ʌͿ ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι ʅɸʏαʇύ ʏοʐς σʏο ȵ. 
ʃαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏις ʃοιʆές ɸφαʋʏόʅɸʆɸς 
ʏοʐς ȺȾ ʃαι Ȼȿ. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏοʐς 
ʃύʃʄοʐς ;Ɇ,ʖͿ ʃαι ;ɂ,ʖͿ ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι ʏʘʆ 
ʋʄɸʐʌώʆ ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ ʃαι ʏʘʆ ʃοιʆώʆ 
ɸφαʋʏόʅɸʆʘʆ ʏʅɻʅάʏʘʆ ȺȾ ʃαι Ȼȿ. Ɂα 
ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʖ.   

Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς : 
2ǹΓ ǹǾ Ǿǽ ǽΓ 2 2ρ 2 2ρ ρ (1)

2 2 2
= + +  = +  =

+
  

(1)

ǻǺ ǻȄ Ȅȇ ȇǺ 2 2Ȥ 2 2Ȥ 2ρ

2 1Ȥ(2 2 2) 2 ... Ȥ 3 2 2
1 2 3 2 2

= + +  = + +

 + = −   = = −
+ +
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Πʌόβʄηʅα ϭ0ο    
ȴίʆɸʏαι ɻʅιʋɸʌιφέʌɸια αʃʏίʆας R ʃαι 
ʃαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʅέσα σɸ αʐʏή 2 
ɻʅιʋɸʌιφέʌɸιɸς ʃαι ʏʌɸις ʃύʃʄοʐς 
όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις 
αʃʏίʆɸς ʏʘʆ ɷύο ɻʅιʃʐʃʄίʘʆ ʃαι ʏʘʆ 
ʏʌιώʆ ʃύʃʄʘʆ ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ ʏοʐ R.   

Υʋοʄοɶισʅοί   
Έσʏʘ ʘ,ʗ,ʖ οι ɺɻʏούʅɸʆɸς αʃʏίʆɸς. 
Ʌʌοφαʆώς RȤ ȥ Ȧ

2
+ = =  (1) , ʃαι αʋό 

Ʌ.Ⱥ. σʏο ɂȻȵ : 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2

R R R
(Ȥ ȥ) (Ȥ Ȧ) (ȥ Ȧ) ( ) (Ȥ ) (ȥ )

2 2 2

R R R RȤ Ȥ R ȥ ȥ R (ȥ Ȥ) (ȥ Ȥ) (ȥ Ȥ) R
4 4 4 4

R R R 3 R
(ȥ Ȥ) (ȥ Ȥ) R (ȥ Ȥ) ȥ Ȥ (2)

4 2 4 2 6

+ + + = +  + + = + 

+ +  + = +  +  = −  + + −  

= −  + −   = −  − =

  
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : Rȥ

3
=  ʃαι RȤ

6
=         
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Πʌόβʄηʅα ϭ1ο    

ȴίʆɸʏαι έʆα φύʄʄο ʖαʌʏιού 
σʖήʅαʏος οʌθοɶʘʆίοʐ 
ʋαʌαʄʄɻʄοɶʌάʅʅοʐ, όʋοʐ ɻ 
ʅɸɶαʄύʏɸʌɻ ʋʄɸʐʌά ʏοʐ ɸίʆαι c. 
ȴιʋʄώʆοʐʅɸ ʏο ʖαʌʏί ώσʏɸ ɷύο 
αʋέʆαʆʏι ʃοʌʐφές ʏοʐ ʆα ʋέσοʐʆ 
ɻ ʅία ʋάʆʘ σʏɻʆ άʄʄɻ. Ʌοια 

ʋʌέʋɸι ʆα ɸίʆαι ɻ ɷɸύʏɸʌɻ ɷιάσʏασɻ ʏοʐ οʌθοɶʘʆίοʐ ώσʏɸ ʏο 
ɸʅβαɷόʆ ȵ ʏο σʖɻʅαʏιɺόʅɸʆοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ʆα ɶίʆɸʏαι ʅέɶισʏο.   

Αʋάʆʏηση   
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο Αȵȴ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

ǹǼ ǹǻ Ǽǻ (c y) x y
c x

c y 2cy x y y
2c

+ =  − + = 

+
+ − + =  =

  
Ƀʋόʏɸ : 

2 2

2 3

x c
x (c )

x (c y) 2cE E(x)
2 2

c x x
... E(x)

4c

+
 − −

=  = 

 −
 =

  
ɀɸ 2 21

E '(x) (c 3x )
4c

=  −   ʃαι 

2 2 c 3
E '(x) 0 c 3x c x 3 x

3
=  =  =  =   

Ας ʋαʌαʏɻʌήσοʐʅɸ όʏι ɶια ʏɻʆ ʏιʅή αʐʏή ʏοʐ ʖ έʖοʐʅɸ 2
y c

3
=  , οʋόʏɸ σʏο 

οʌθοɶώʆιο Αȵȴ ɸίʆαι 1ǹǼ y
3

=  , άʌα οǹǻǼ 30=  ʃαι οǼǻΘ 60=  , ɷɻʄαɷή ʏο 

ɸʅβαɷόʆ ȵ ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ɶίʆɸʏαι ʅέɶισʏοʆ όʏαʆ ʏο ʏʌίɶʘʆο ȵȴȺ ɸίʆαι ισόʋʄɸʐʌο.  
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Πʌόβʄηʅα ϭ2ο    

ȴίʆɸʏαι ʏɸʏʌάʋʄɸʐʌο ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σɸ 
ʃύʃʄο ;Ƀ,ʌͿ. ȳʌάφοʐʅɸ ʏοʐς 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐς ʃύʃʄοʐς ;Ɂ,r1), (ȿ,r2), (M,r3), (K,r4) ʏʘʆ ʏʌιɶώʆʘʆ ΑȳȲ, ȴȳȲ, Αȴȳ ʃαι 
ȴΑȲ αʆʏίσʏοιʖα. 
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʏο ɀȿɁȾ ɸίʆαι 
οʌθοɶώʆιο ʃαι όʏι ισʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα r1+r3=r2+r4     

Αʋόɷɸιʇη  
Ʌʌέʋɸι ʆα ɸίʆαι ɶʆʘσʏό όʏι 

ο ǻΓǹǻȂǹ 90
2

= +  . Ƀʋόʏɸ θα ɸίʆαι 

ʃαι ο ǻǺǹǻȀǹ 90
2

= +  ,ɸʋɸιɷή 

ǻΓǹ ǻǺǹ=  έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι 
ǻȂǹ ǻȀǹ=  , άʌα ʏο ʏɸʏʌάʋʄɸʐʌο 
ȴɀȾΑ ɸίʆαι ɸɶɶʌάʗιʅο. Ƀʋόʏɸ θα 
ισʖύɸι ʃαι Ȃǻǹ ȂȀȤ=  . Όʅοια 
ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ όʏι ʏο ʏɸʏʌάʋʄɸʐʌο ȾɁȲΑ 
ɸίʆαι ɸɶɶʌάʗιʅο ʃαι όʏι ȤȀȃ ȃǺǹ=   
Άʌα 

οǹǻΓ ΓǺǹȂȀȤ ȤȀȃ ǹǻȂ ȃǺǹ ȂȀȃ ȂȀȃ 90
2

+
+ = +  =  =   

Όʅοια ʃαι ɶια ʏις άʄʄɸς ɶʘʆίɸς ʏοʐ ɀȿɁȾ, άʌα ʏο ʏɸʏʌάʋʄɸʐʌο ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο.  
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Ⱥα αʋοɷɸίʇοʐʅɸ όʏι r1+r3=r2+r4 
ȵφαʌʅόɺοʆʏας ʏο Ⱥ. Carnot σʏα 
ʏʌίɶʘʆα : 
ΑȴȲ : 1 4 6 4d d d r R+ − = +  (1) 
ȴȲȳ :  2 3 6 2d d d r R+ + = +  (2) 
ΑȲȳ :  1 2 5 1d d d r R+ + = +  (3) 
Αȴȳ :  3 4 5 3d d d r R+ − = +  (4) (1)+(2) : 1 2 3 4 4 2d d d d r r 2R+ + + = + +  (3)+(4) : 1 2 3 4 1 3d d d d r r 2R+ + + = + +   Άʌα     2 4 1 3r r r r+ = +   

Πʌόβʄηʅα ϭ3ο  
ȴίʆɸʏαι οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ ; ǹ  =90ο Ϳ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο  
σɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,R). ȳʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο ;Ⱦ,ʌͿ ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι 
ʏʘʆ ΑȲ,Αȳ ʃαι ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ;Ƀ,R) . Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι 
ʌ=β+ɶ-α 
;Όʋοʐ α,β,ɶ οι ʋʄɸʐʌές ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȲȳͿ    

Αʆ ʃαʏασʃɸʐάσοʐʅɸ ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃʄο ʏοʐ 
ΑȲȳ, ʋαʌαʏɻʌήσʏɸ όʏι ʌ=Ϯr. Όʅʘς ισʖύɸι όʏι 2r=β+ɶ-α, άʌα …      



 ɅɆɃȲȿȸɀΑɈΑ  
ȳȻΩɆȳɃɇ ȿΑȳɃɉȴΑȾɃɇ 24  

  
Πʌόβʄηʅα ϭ4ο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʏɸʏʌάɶʘʆο οʆοʅάɺοʐʅɸ  ȵ ʅέσο ʏɻς ȴȳ. 
Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏɻʆ ȵȲ ʋοʐ ʏέʅʆɸι ʏɻʆ ɷιαɶώʆιο Αȳ σʏο ȷ. 
Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃʄο ʏοʐ 
ʏʌιɶώʆοʐ ΑȲȷ. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ 
ʃύʃʄοʐ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ.      Υʋοʄοɶισʅός   

Έσʏʘ ȸ ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής ʏɻς Αȵ ʃαι ʏɻς ȳȲ. Ɉόʏɸ σʏο 
οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȸ έʖοʐʅɸ ΑȲ=α, ȸȲ=Ϯα, οʋόʏɸ 

ǹǾ α 5=  ʃαι άʌα α 5ǼǺ
2

= . ɇʏο οʌθοɶώʆιο ΑȲȳ 

ɸίʆαι ǹΓ α 2=  . ȵʋɸιɷή οι Αȳ ʃαι ȵȲ ɸίʆαι ɷιάʅɸσοι ʏο 
σɻʅɸίο ȷ θα ɸίʆαι ʏο βαʌύʃɸʆʏʌο οʋόʏɸ σʏο ΑȷȲ θα 

ɸίʆαι ǹǺ α=  , 2 2 α 5 α 5Ǻǽ ǼǺ
3 3 2 3

=  =  =   ʃαι 

2 2 2α 2ǹǽ ǹΓ α 2
3 3 3

=  =  =  . 
ȵʋίσɻς 

2 22 2 α αǼ (ǹǽǺ) (ǹǺΓ)
3 3 2 3

= =  =  =  . 
ɇʏο ΑȲȷ έʖοʐʅɸ  :  

2

2α 2 α 5αα 2α3 3Ǽ Ĳ ρ ρ ... ρ
3 2 3 2 2 5

+ +
=   =    =

+ +
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Πʌόβʄηʅα ϭ5ο  

ȴίʆοʆʏαι οι ʃύʃʄοι ;Ƀ,ʌ1Ϳ ʃαι 
;Ⱦ,ʌ2Ϳ. ȸ ɷιάʃɸʆʏʌος ɃȾ ʏέʅʆɸι 
ʏοʐς ʃύʃʄοʐς σʏα σɻʅɸία Α,Ȳ,ȳ ʃαι 
ȴ όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ 
Ȳȳ=α. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏις 
ɸφαʋʏόʅɸʆɸς Αȵ ʃαι Αȷ, όʋʘς ʃαι 
ʏις ȴȸ ʃαι ȴȺ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ο 
ʃύʃʄος ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι ʏʘʆ Αȵ,Αȷ 
ʃαι ʏοʐ ;Ƀ,ʌ1Ϳ ʃαι ο ʃύʃʄος ʋοʐ 
ɸφάʋʏɸʏαι ʏʘʆ ȴȸ,ȴȺ ʃαι ʏοʐ 
;Ⱦ,ʌ2Ϳ ɸίʆαι ίσοι ʅɸ αʃʏίʆα 

1 2

1 2

2 ρ ρ
r

2ρ α 2ρ
 

=
+ +

   
Αʋόɷɸιʇη   
Ɉα ʏʌίɶʘʆα Αȿɀ ʃαι ΑȵȾ ɸίʆαι όʅοια, άʌα : 

2 1 2

1 1 2 1 2

ρ 2 ρ ρȁȂ ȀǼ r
... r

ǹȂ ǹȀ 2ρ r 2ρ α ρ 2ρ α 2ρ
 

=  =   =
− + + + +
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Πʌόβʄηʅα ϭ6ο  

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ɷίʆοʆʏαι οι ʃύʃʄοι ;Ƀ1,ʌ1) 
ʃαι ;Ƀ2,ʌ2Ϳ. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏις ʃοιʆές 
ɸʇʘʏɸʌιʃές ɸφαʋʏόʅɸʆɸς ΑȲ ʃαι ȳȴ, όʋʘς ʃαι 
ʏɻʆ ʃοιʆή ɸσʘʏɸʌιʃή ɸφαʋʏόʅɸʆɻ ɀɁ. 
Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ;Ƀ3,ʌ3Ϳ ʃαι 
;Ƀ4,ʌ4Ϳ ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι ɸʆός ʃύʃʄοʐ ʏɻς ɀɁ 
ʃαι ʅιας ɸʃ ʏʘʆ ʃοιʆώʆ ɸʇʘʏɸʌιʃώʆ 
ɸφαʋʏόʅɸʆʘʆ ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ 
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ισʖύɸι ɻ σʖέσɻ 

2

1 3 4

2

1 3 1 4

4ρ ρ ρ
ρ

(ρ ρ ) (ρ ρ )
 

=
−  −

  
Αʋόɷɸιʇη  

Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ΑɃ1ɀ ʃαι 
ɀɃ2Ȳ ισʖύɸι :                  

1

2

ρ α ȕ Ȗ
α ȕ ρ

+ +
=

+
 (1) 

Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ɀɃ3ȸ 

ʃαι ɀȵɃ1 ισʖύɸι : 1

3

ρ α ȕ
ρ α

+
=  (2) 

ȸ ȸȵ ɸίʆαι ʃοιʆή ɸφαʋʏόʅɸʆɻ 
ʏʘʆ ɷύο ʃύʃʄʘʆ, άʌα  :

1 3ȕ 2 ρ ρ=   (3) 
Όʅοια θα ισʖύοʐʆ ʃαι οι 

σʖέσɸις 1

4

ρ Ȗ į İ
ρ İ

+ +
=  ;ϰͿ ʃαι 1 4Ȗ į 2 ρ ρ+ =    (5) 

ȵʋίσɻς ισʖύɸι όʏι Ȃǽ ȃǼ α ȕ Ȗ İ į Ȗ α ȕ İ į=  + + = + +  + = +   (6) 
Αʋό ;ϮͿ,;ϯͿ έʖοʐʅɸ 3 1 3

1 3

2ρ ρ ρ
α

ρ ρ
 

=
−

  ;ϳͿ , ʃαι αʋό ;ϰͿ,;ϱͿ 4 1 4

1 4

2ρ ρ ρ
İ

ρ ρ
 

=
−

 (8) 
Αʋό ʏɻʆ ;ϭͿ έʖοʐʅɸ : 

3 1 3 4 1 4

1 2 1 3 1 4

1 3 1 4

2

1 1 3 1 3 41 1 4

1 2 2

1 3 1 4 1 3 1 4

2ρ ρ ρ 2ρ ρ ρ
ρ ρ (α ȕ) (α ȕ Ȗ) ( 2 ρ ρ ) ( 2 ρ ρ )

ρ ρ ρ ρ

2ρ ρ ρ 4ρ ρ ρ2ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ (ρ ρ ) (ρ ρ )

   
 = +  + + = +   +  

− −

    
 =   =

− − −  −
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Πʌόβʄηʅα ϭ7ο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ 
ʋʄɸʐʌάς α ʃαι ʏɻʆ ɷιαɶώʆιό ʏοʐ Αȳ. ȵʋίσɻς 
έʖοʐʅɸ φέʌɸι ʏο ʏʅήʅα ȳȵ ώσʏɸ οι 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοι ʃύʃʄοι σʏα ʏʌίɶʘʆα Αȳȵ ʃαι ȳȵȲ 
ʆα ɸίʆαι ίσɻ. Ɂα βʌɸίʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ 
σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ.  
Αʋόɷɸιʇη : Ƀ σʃοʋός ɸίʆαι ʆα βʌɸθɸί ʏο ȳȵ=ʖ   

Αʆ ʏ1,ʏ2 , ʏ ɻ ɻʅιʋɸʌίʅɸʏʌοι  ʏʘʆ ʏʌιɶώʆʘʆ Αȳȵ, ȳȵȲ ʃαι ΑȲȳ  ʃαι r ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ʏοʐ ΑȲȳ ʏόʏɸ ισʖύοʐʆ οι σʖέσɸις : 

1 2 1 2Ĳ Ĳ Ĳ Ȥ Ĳ ρ Ĳ ρ Ĳ ρ Ȥ ρ (ǹΓǼ) (ΓǼǺ) ρ (Ĳ Ȥ)
r Ĳ

(ǹǺΓ) ρ (Ĳ Ȥ) Ĳ r ρ (Ĳ Ȥ) Ȥ Ĳ (1)
ρ

+ = +   +  =  +   + =  + 


=  +   =  +  = −
  

Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ΑɀȾ ʃαι ΑȻɇ έʖοʐʅɸ : 1Ĳ Ȥr

ρ Ĳ α
−

=
−

  ;ϮͿ ʃαι αʋό ʏα όʅοια 

ʏʌίɶʘʆα ɃȿȲ ʃαι ȻɇȲ έʖοʐʅɸ : 
2

r Ĳ α 2
ρ Ĳ Ȥ

−
=

−
  (3) 
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Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ : 2

1 1

1

Ĳ (Ĳ α) Ĳ Ȥ Ĳ(Ĳ α) Ĳ Ĳ Ĳ Ȥ Ĳ Ȥ Ȥ
Ĳ Ȥ
 −

− =  − −  +  =  −
−

  
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϯͿ όʅοια έʖοʐʅɸ 2

2 2Ĳ(Ĳ α 2) Ĳ Ĳ Ĳ Ȥ Ĳ Ȥ Ȥ− −  +  =  −  
Ʌʌοσθέʏοʆʏας ʃαʏά ʅέʄɻ ʋαίʌʆοʆʏας ʐʋόʗιʆ ʅας όʏι 1 2Ĳ Ĳ Ĳ Ȥ+ = +  , ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ 

σʏɻʆ ισόʏɻʏα 2 α 2 α 2 2 1Ȥ Ĳ(Ĳ α) Ȥ (α ) Ȥ α
2 2 2

+
= −  = +   =    

Πʌόβʄηʅα ϭ8ο   
ȳɸʆίʃɸʐσɻ ʏοʐ ʋʌοɻɶούʅɸʆοʐ ɸίʆαι ʏο sangaku ʋοʐ φαίʆɸʏαι σʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα, 
αʋʄώς ʏο ʏʌίɶʘʆο σʏο οʋοίο ɸɶɶʌάφοʆʏαι οι 
ɷύο ίσοι ʃύʃʄοι ɸίʆαι ʏʐʖαίο. Ʌάʄι ο σʃοʋός 
ɸίʆαι ʆα βʌɸθɸί ʏο ʅήʃος ʏɻʆ ʏέʅʆοʐσας Αȴ 
ɷιόʏι ʅɸʏά ʅʋοʌούʅɸ ʆα ʖʘʌίσοʐʅɸ ʏο 
ɷοσʅέʆο ʏʌίɶʘʆο σɸ ɷύο άʄʄα ʃαι ʆα 
ɸɶɶʌάʗοʐʅɸ ʏοʐς ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐς ʃύʃʄοʐς. 
Ƀ ʐʋοʄοɶισʅός ɶίʆɸʏαι ʅɸ ʏɻʆ ίɷια ʏɸʖʆιʃή 
όʋʘς ʏο ʋʌοɻɶούʅɸʆο ʋʌόβʄɻʅα.             
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Πʌόβʄηʅα 19ο    

ɇʏο ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ 
ʃαʏασʃɸʐάσɸι ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃʄο ʏοʐ 
αʃʏίʆας ʌ. Έʖοʐʅɸ ɸʋίσɻς ɸɶɶʌάʗɸι ʏʌɸις 
«ʃόʃʃιʆοʐς» ʃύʃʄοʐς αʃʏίʆας ʌ1, ɸʋʏά 
«ʅαύʌοʐς» αʃʏίʆας ʌ2 ʃαι έʇι «ʃαφέ» αʃʏίʆας ʌ3. 
ɇʏο ʏέʄος έʖοʐʅɸ ʃαι ʏοʆ ʃύʃʄο ʋοʐ ʋɸʌιɶʌάφɸι 
ʏοʐς ʋʌοɻɶούʅɸʆοʐς. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι :  

1 2 3

3 1 1ρ ρ , ρ ρ , ρ ρ
5 5 10

= = =                                                               Αʋόɷɸιʇη  
Αʋό ʏο σʖήʅα έʖοʐʅɸ :  

2 33ρ 4ρ ρ (1)+ =   
1 2 2 3

1 2 3

2ρ ρ 5ρ 4ρ R
ρ 2ρ 2ρ (2)

+ = + = 
= +

  
Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ΑȸȺ ʃαι ΑɃȴ 
έʖοʐʅɸ : 

1

1

1

ǹǾ ǹȅ ǹǾ 2OK
ǾΘ ȅǻ ρ ρ
AH 2ρ ǹǾ 2ρ
ρ ρ

=  = 

=  =
  

Άʌα θα ισʖύɸι ʃαι         
1 2

ǹȅ 2ȅȀ
3ρ ρ 2ρ (3)

= 
+ =

  
Αʋό ;ϭͿ,;ϮͿ ʃαι ;ϯͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : 

1 2 3

3 1 1ρ ρ , ρ ρ , ρ ρ
5 5 10

= = =   
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Πʌόβʄηʅα 20ο    

ɇʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι ʋέʆʏɸ ίσοʐς 
ʃύʃʄοʐς όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα 
ʏοʐς σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ.      

Υʋοʄοɶισʅός  
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȸȲ ɶια ʏɻʆ αʃʏίʆα 
ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ισʖύɸι : 

ȕ Ȗ αρ (1)
2

+ −
=   

Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȴΑȷ ʃαι ΑȸȲ ɸίʆαι ίσα άʌα 
Αȷ=ȸȲ=β, οʋόʏɸ :  

Ȗ ȕǽǾ Ȗ ȕ 2ρ Ȗ ȕ ρ
2

−
= −  = −  =   (2) 

Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ όʏι : αȕ
2

=  άʌα  
ɇʏο ΑȸȲ οʌθοɶώʆιο θα έʖοʐʅɸ : 

Ȇ.Θ.α α 3ǹǺ α, ǾǺ , ǹǾ
2 2

= = =  , οʋόʏɸ 

α α 3αα ȕ Ȗ α(3 3)2 2Ĳ
2 2 4

+ ++ + +
= = =  ʃαι 

2α 3
(ǹǾǺ)

8
=  . Αʋό ʏοʆ ʏύʋο ȵ=ʏʌ 

ʏɸʄιʃά έʖοʐʅɸ 

2α 3
Ǽ α 3 α( 3 1)8ρ
Ĳ 4α(3 3) 2(3 3)

4

−
= = = =

+ +
 . 
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Ʌʌιʆ ɸʇɸʏάσοʐʅɸ ʏα ʋαʌαʃάʏʘ ʋʌοβʄήʅαʏα ʃαʄό ɸίʆαι ʆα ʅάθοʐʅɸ ʋʘς ɶίʆɸʏαι ɻ 
ɸɶɶʌαφή ʏɸʏʌαɶώʆοʐ σɸ ʏʐʖαίο ʏʌίɶʘʆο ʃαθώς ʃαι ʏις βασιʃές σʖέσɸις ʋοʐ ισʖύοʐʆ.    

Ⱦαʏασʃɸʐή ɸɶɶʌάʗιʅοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ  
Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο Ȳȴȵȳ. 
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȸ ʃαι Ⱥ ʏα σɻʅɸία ʏοʅής ʏʘʆ Αȴ ʃαι 
Αȵ ʅɸ ʏɻʆ Ȳȳ αʆʏίσʏοιʖα. Ɉο ʏʅήʅα ȸȺ ɸίʆαι ɻ 
ʋʄɸʐʌά ʏοʐ ɺɻʏούʅɸʆοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ ;ɶιαʏί;Ϳ  
ɇʖέσɸις ʋοʐ ισʖύοʐʆ  
Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ȾΑȻ ʃαι ΑȲȳ έʖοʐʅɸ : 

α α α

α

υ Ȥ υ α υǹȅ ǹȁ Ȥ (1)
Ȁǿ ǺΓ Ȥ α α υ

− +
=  =  =


     

ɇʏɻʆ ʋɸʌίʋʏʘσɻ όʋοʐ ʏο ΑȲȳ ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο σʏο Α θα έʖοʐʅɸ ɸʋιʋʄέοʆ όʏι : 
Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ΑȾȻ ʃαι ΑȲȳ ισʖύɸι : Ȥ α αȤ ȥ

ȥ ȕ ȕ
=  =    (2) αʄʄά αʋό ʏα 

όʅοια ʏʌίɶʘʆα ȻȺȳ ʃαι ΑȲȳ ισʖύɸι όʏι : Ȥ ȕ ȥ Ȗȕ αȤαȤ Ȗȕ Ȗȥ ȥ
Ȗ α Ȗ

− −
=  = −  =  (3) 

Αʋό ;ϮͿ ʃαι ;ϯͿ έʖοʐʅɸ 2

2

α Ȗȕ αȤ αȕȖȤ ȕȖȤ αȕȖ α Ȥ Ȥ
ȕ Ȗ α ȕȖ

−
=   = −  =

+
 (4) !!      
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Πʌόβʄηʅα Ϯ1ο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ 
έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι ʏɸʏʌάɶʘʆα ʃαι ʏʌɸις 
ʃύʃʄοʐς όʋʘς σʏο σʖήʅα.                                    
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ισʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα : 

1 2

2 3

ρ ρ
ρ ρ

=  , όʋοʐ ʌ1,ʌ2,ʌ3 οι αʃʏίʆɸς ʏʘʆ 

ʏʌιώʆ ʃύʃʄʘʆ C1,C2 ʃαι C3 αʆʏίσʏοιʖα.   
Αʋόɷɸιʇη  

Αʋό ʏα όʅοια οʌθοɶώʆια ʏʌίɶʘʆα ʋοʐ 
σʖɻʅαʏίɺοʆʏαι έʖοʐʅɸ ʏις ισόʏɻʏɸς :

31 2
ρρ ρ

Ȥ ȥ ȗ
= =  .  Άʌα αʌʃɸί ʆα ɷɸίʇοʐʅɸ όʏι ȥ ȗ

Ȥ ȥ
=   

ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο Ȳȴȵ έʖοʐʅɸ 
ɸɶɶʌάʗɸι ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς ʗ άʌα θα 
ισʖύɸι όʏι : 

2 2

ȖǺǻ
Ǻǻ ǻǼ ǺǼ ȥ Ǻǻ ǺǼ ȥ ȥ αǺǼȥ Ǻǻ ǻǼ Ȗ ȕǺǼ Ǻǻ ǻǼ ǻǼ ǺǼ Ǻǻ ǻǼ Ȥ Ȥ

1 1
ǺǼ ǺǼ α α

  
=  =  =  =

+  +  +  + 
  

Άʌα 
2

ȥ α Ȗ
Ȥ α ȕ Ȗ


=

+ 
 (1)   . ͚Ƀʅοια σʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο Ȳȸȷ έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι 

ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌά ɺ οʋόʏɸ θα έʖοʐʅɸ : 

2 2

ȖǺǾ
ǺǾ ǽǾ Ǻǽ ȗ ǺǾ Ǻǽ ȗ ȗ αǺǽȗ ǺǾ ǽǾ Ȗ ȕǺǽ ǺǾ ǽǾ ȥ Ǻǽ ǺǾ ǽǾ ȥ ȥ

1 1
Ǻǽ Ǻǽ α α

  
=  =  =  =

+  +  +  + 
  

Άʌα 
2

ȗ αȖ
ȥ α Ȗȕ
=

+
 ;ϮͿ. Αʋό ;ϭͿ,;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏο ɺɻʏούʅɸʆο. 
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Πʌόβʄηʅα Ϯ2ο    

ɇʏο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ ɸɶɶʌάφοʐʅɸ 
ʏɸʏʌάɶʘʆα ʋʄɸʐʌώʆ α,β,ɶ ʃαι ɷ 
;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ 
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ισʖύɸι ɻ 

ισόʏɻʏα : α ȕ Ȗ
ȕ Ȗ į
= =        

Αʋόɷɸιʇη         
Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς :      α ȈȀ ȈΓ ȁΓ ȁȆ ȕ ȆΓ ȂΓ Ȃȇ Ȗ

ȕ Ȇȁ ȆΓ ȂΓ Ȃȇ Ȗ ȇȆ ȃΓ ȃȉ į
= = = = = = = = =       
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Πʌόβʄηʅα Ϯ3ο          

ɇʏο ʋαʌαʋάʆʘ σʖήʅα έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι σʏο ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς ʖ 
ʏɸʏʌάɶʘʆα ʋʄɸʐʌώʆ α,β,ɶ ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ. ɇʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς ɶ έʖοʐʅɸ 
ɶʌάʗɸι ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃʄο ʏοʐ αʃʏίʆας R ʃαι ʅέσα σɸ αʐʏόʆ έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι 
ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς ʗ. Ɉέʄος ɶʌάφοʐʅɸ ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃʄο αʃʏίʆας ʌ. 
Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏα ʅɸɶέθɻ ʖ,ʗ,ʌ,R,β,ɶ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α. 
Αʋόɷɸιʇη  

Αʋό ʏοʆ ʏʌόʋο ɸɶɶʌαφής ʏɸʏʌαɶώʆοʐ σʏο 
ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ όʏι ɸʋɸιɷή ʏο ΑȲȳ ɸίʆαι 
ισόʋʄɸʐʌο σʖɻʅαʏίɺοʆʏαι ʏα ισοσʃɸʄή ʏʌίɶʘʆα 
Αȳȴ, ΑȻȷ, ΑɁȾ ʃαι ΑɆɂ. ȵʋίσɻς σʏο οʌθοɶώʆιο 
ʏʌίɶʘʆο ȳȻȷ ɻ ɶʘʆία ǿ   ɸίʆαι ϯϬο όʋʘς ʃαι ɻ 
ǿȃȀ  ʃαι ɻ ȃȇȄ . 
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ɁɆɂ έʖοʐʅɸ :                                  
Ɂɂ=α, ɁɆ=ΑɁ-ΑɆ=ɁȾ-Ɇɂ=β-α ʃαι 

ȃȇ (ȕ α)ȃȄ
2 2

−
= =  . Αʋό Ʌ.Ⱥ θα ισʖύɸι : 

2
2 2 2 2 2 (ȕ α)ȃȇ ȇȄ ȃȄ (ȕ α) α

4

3
... ȕ α (1 )

3

−
= +  − = + 

 =  +

  
Όʅοια : 23Ȗ α (1 )

3
=  +  , 33Ȥ α (1 )

3
=  +   

Ƀ ʐʋοʄοɶισʅός ʏʘʆ ʌ,ʗ ʃαι R ɷɸʆ ʋαʌοʐσιάɺɸι ιɷιαίʏɸʌɻ ɷʐσʃοʄία. 
Ɉο sangaku αʐʏό 
ʏοʋοθɸʏήθɻʃɸ 
σʏοʆ ʆαό Sugawara σʏɻʆ 
ʋόʄɻ Ueno ʃαι 
ʋαʌοʐσιάσʏɻʃɸ 
αʋό ʏοʆ Hojiroya Shoemon ʏο 1854 
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Πʌόβʄηʅα Ϯ4ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι σʏο 
ισοσʃɸʄές ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ ʏʌία ίσα 
ʏɸʏʌάɶʘʆα ʋʄɸʐʌά α ʃαι έʆα ʏɸʏʌάɶʘʆο 
ʋʄɸʐʌάς β. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι β=ϯα.  
Αʋόɷɸιʇη  
Ȼσʖύοʐʆ : 
Ǿǻ α ǹǻ ȃǻ Ȥ
ȃȀ ȕ ǹȀ ǺȀ ȥ α

= = = =
+

 (1) 
Ǿǻ α ǹǻ ǻȂ α Ȥ
ȃȀ ȕ ǹȀ ȀΓ ȕ α ȥ

+
= = = =

+ +
 (2) 

ȇȆ α ǺȆ ȥ
Ȃȁ ȕ Ǻȁ ȥ α ȕ

= = =
+ +

 (3) 
Άʌα ȥ α Ȥ= +   (4) 
ȵʋɸιɷή ȕ α 2Ȥ= +  (5) 
ȸ ;ϭͿ ʅɸ ʏɻ βοήθɸια ʏʘʆ ;ϰͿ ʃαι ;ϱͿ ɶʌάφɸʏαι : 

2 2α Ȥ
2α αȤ αȤ 2Ȥ α Ȥ

α 2Ȥ 2α Ȥ
=  + = +  =

+ +
  

Ƀʋόʏɸ ȕ 3α=  .         
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Πʌόβʄηʅα Ϯ5ο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ ʋʄɸʐʌάς α έʖοʐʅɸ ɶʌάʗɸι 
ʏɸʏαʌʏοʃύʃʄια ;Α,αͿ ʃαι ;Ȳ,αͿ. ȵɶɶʌάφοʐʅɸ ʏοʐς ʃύʃʄοʐς 
ʅɸ ʃέʆʏʌα Ƀ ʃαι Ⱦ όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις 
αʃʏίʆɸς ʏʘʆ ɷύο ʃύʃʄʘʆ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ 
ʏɸʏʌαɶώʆοʐ.    

Αʋόɷɸιʇη   
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑɃȵ ισʖύɸι όʏι 

2 2
2 2 2 2 2

2

α α
(α ρ) ρ α ρ 2αρ ρ

4 4

3α 3α
2αρ ρ

4 8

− = +  + − = + 

=  =
    

Ɍέʌʆοʐʅɸ αʋό ʏο Ⱦ ʃάθɸʏɸς σʏις ʋʄɸʐʌές ΑȲ ʃαι ȳȲ ʏοʐ 
ʏɸʏʌαɶώʆοʐ. Ɉόʏɸ θα ɸίʆαι ȷȲ=Ⱦȸ=r, ȾȲ=ȲȺ-ȺȾ=α-r, ΑȾ=α+r, AZ=α-r. 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȾȷȲ ισʖύɸι όʏι : 2 2 2x (α r) r (1)= − −   
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ΑȾȷ ισʖύɸι όʏι : 2 2 2x (α r) (α r) (2)= + − −   
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ όʏι : 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

(α r) r (α r) (α r) 2α 2r 4αr r α r 2αr
αα 6αr r
6

− − = + − −  + − = + + +

 =  =
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Πʌόβʄηʅα Ϯ6ο    
ɇʏο ɷιʋʄαʆό  ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ ʋʄɸʐʌάς α ɶʌάφοʐʅɸ 
ʏα ʏɸʏαʌʏοʃύʃʄια ;Α,αͿ ʃαι ;Ȳ,αͿ ʃαι ʏο ɻʅιʃύʃʄιο 
ɷιαʅέʏʌοʐ ȴȳ. ȵɶɶʌάφοʐʅɸ ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ʅɸ ʃέʆʏʌα 
ʏα σɻʅɸία Ƀ ʃαι Ⱦ. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻς αʃʏίʆɸς ʏʘʆ 
ʃύʃʄʘʆ ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ 
ʏɸʏʌαɶώʆοʐ.    

Αʋόɷɸιʇη  
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑɃȷ έʖοʐʅɸ όʏι αǹǽ

2
=  , ǹȅ α ρ= −  ʃαι 

αȁǽ ρ
2

= +  ;ɶιαʏί ;Ϳ 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. έʖοʐʅɸ :

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2

α α α αǹȅ ǹǽ ȅǽ (α ρ) ( ρ) α ρ 2αρ ρ αρ
4 2 4 4

α α
3αρ α 6ρ ρ

2 6

= +  − = + +  + − = + + + 

=  =  =
   

ɇʏο οʌθοɶώʆιο ȾȷȲ έʖοʐʅɸ όʏι : Ȁǽ α ρ '= −  , αǽǺ
2

=  ʃαι 

ȀǺ α ρ '= +  ;ɶιαʏί ;Ϳ 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. έʖοʐʅɸ : 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2α αȀǺ ǽǺ Ȁǽ (α ρ ') ( ) (α ρ ') α ρ ' 2αρ ' α ρ ' 2αρ '

2 4
= +  + = + −  + + = + + −    

2α α
4αρ ' ρ '

4 16
=  =   
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Πʌόβʄηʅα Ϯϳο     

ȴίʆɸʏαι ʃύʃʄος ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ. 
ȳʌάφοʐʅɸ ʏα ʏόʇα ;Α,ȳȴͿ ʃαι 
;Ȳ,ȵȷͿ. ȵɶɶʌάφοʐʅɸ ɷύο 

ʃύʃʄοʐς R
(K, )

2
 ʃαι R

(Ȃ, )
2

ʃαι άʄʄοʐς οʃʏώ ʅιʃʌόʏɸʌοʐς 
ʃύʃʄοʐς όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα 
αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ɻ αʃʏίʆα ʌ ʏʘʆ 

ʅιʃʌώʆ ʃύʃʄʘʆ ɸίʆαι ίσɻ ʅɸ R

6
  

Υʋοʄοɶισʅοί  
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȸɀȲ έʖοʐʅɸ :  

2 2 2

2 2
2 2 2

R R
(R ρ) ( ρ) ( )

2 2

R R
R ρ ρR ρ ρR

4 4

R
... ρ

6

− = + + 

+ − = + + + 

 =

    
Ɉο ʏʌαʋέɺιο ɇɆȲΑ ɸίʆαι ισοσʃɸʄές αʋό όʋοʐ έʖοʐʅɸ 
όʏι ΑȺ=R-x ʃαι ɃȺ=x  ;ɶιαʏί;Ϳ 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ΑɇȺ : 2 2 2y (R x) (R x)= + − −  (1) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ɇȺɃ : 2 2 2y (R x) x= − −  (2) 
Αʋό (1),(2) έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι :  R

x
6

=    
Ɉο sangaku αʐʏό 

ʏοʋοθɸʏήθɻʃɸ σʏοʆ 
ʆαό Gifu ʏɻς ʋόʄɻς Ogaki ʃαι 

ʋαʌοʐσιάσʏɻʃɸ αʋό 
ʏɻʆ Okuda Tsume  
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Πʌόβʄηʅα Ϯϴο   

ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ 
ɸɶɶʌάʗɸι ʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο Αȴȵȷ. ɀέσα 
σʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο έʖʘ ʃαʏασʃɸʐάσɸι 
ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ;Ɉ,ʌͿ, ;ɇ,ʌͿ ʃαι ;ȿ,r), (K,r). 
ɇʏο ʏʌίɶʘʆο ȵȳȷ ɸɶɶʌάφɸʏαι ʃύʃʄος (M,r) ɸʆώ σʏο ʏʌίɶʘʆο Ȳȵȴ ο ʃύʃʄος (O,R).  
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ισʖύɸι  : R 2ρ=    

Υʋοʄοɶισʅοί 
ȸ ʋʄɸʐʌά α ʏɸʏʌαɶώʆοʐ ɸίʆαι ίσɻ ʅɸ ϰr   
Ɉο ȿɇȾɈ ɸίʆαι ʌόʅβος ;όʄɸς οι ʋʄɸʐʌές ʏοʐ ɸίʆαι 
ίσɸςͿ ʅɸ 

Ȉȉ α 2ρȁȈ ρ r , ȈǾ 2r ρ , ȁǾ r
2 2

−
= + = = = − =   

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ɇȿȸ έʖοʐʅɸ ʅɸʏά αʋό ʋʌάʇɸις όʏι : 
2ρ r
3

=   
Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȵȲȴ ʃαι ȵȳȷ ɸίʆαι όʅοια άʌα : 

Ǻǻ R x R R α R 4r
x x x 4R

Ǽǻ r α r r r
 

=  =  =  =  =   
ɇʏο οʌθοɶώʆιο Ȳȵȴ ɸίʆαι : 2 2Ǻǻ 4R , ǻǼ α 4r , BE 4 R r= = = = +  , άʌα 

2 2
2 24R 4r 4 R rĲ 2R 2r 2 R r

2

+ + +
= = + + +  ʃαι ɻ αʃʏίʆα R ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ 

ʃύʃʄοʐ θα ɸίʆαι 
2 2 2 2

2 2 2 2

R Ĳ BE 2R 2r 2 R r R 2r 2 R r
4 4 3

R 4r 4rR 4R 4r 4r 3R R r R ρ R 2ρ
3 3 2

= − = + − +  + = + 

+ + = +  =  =   =    =
   

To sangaku αʐʏό 
ʏοʋοθɸʏήθɻʃɸ σʏο 
ʆαό ʏοʐ Akahagi Kannon ʃαι 
ʋαʌοʐσιάσʏɻʃɸ ʏο 
ϭϴϳϰ αʋό ʏοʆ  Sato Naosue έʆαʆ 
ɷɸʃαʏʌιάʖʌοʆο 
σʋοʐɷασʏή 
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Πʌόβʄηʅα Ϯϵο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο ;A,R) ʃαι ʏα ȴ,Ȳ 
αʆʏιɷιαʅɸʏʌιʃά σɻʅɸία. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏο 

ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ ʃαι ʏοʆ ʃύʃʄο R
(ȅ, )

2
. Έʆας 

ʏʌίʏος ʃύʃʄος ;Ⱦ,ʌͿ ɸφάʋʏɸʏαι ʏʘʆ ɷύο ʃύʃʄʘʆ ʃαι ʏοʐ 
ισοʋʄɸύʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα 
αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ɻ ȾΑ ɸίʆαι ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ɷιάʅɸʏʌο ȴȲ.  
Αʋόɷɸιʇη   

Έσʏʘ όʏι ɻ ȾΑ ɷɸʆ ɸίʆαι ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ΑȲ. 
Ⱥɸʘʌούʅɸ σύσʏɻʅα αʇόʆʘʆ ʅɸ αʌʖή ʏο Α 
ʃαι οʌιɺόʆʏιο άʇοʆα ʏɻʆ ȴȲ. 
ɀɸ ʏɻ βοήθɸια ʏοʐ σʐσʏήʅαʏος έʖοʐʅɸ : 
ȸ ɸʐθɸία Αȳ έʖɸι ɸʇίσʘσɻ y 3 x=   (;), 
Α;Ϭ,ϬͿ , Rȅ( ,0)

2
−   ʃαι έσʏʘ όʏι Ⱦ;α,β) ʅɸ 

β>Ϭ. Αʌʃɸί ʆα ɷɸίʇοʐʅɸ όʏι α=Ϭ. 
Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς : 

2 2
2 2 2 2 2

2 2 2

R R R R RȅK ρ (α ) ȕ ρ α αR ȕ ρ ρR
2 2 2 4 4

α αR ȕ ρ ρR (1)

= +  + + = +  + + + = + + 

+ + = +
  

2 2 2 2 2 2AK R ρ α ȕ R ρ α ȕ R 2ρR ρ (2)= −  + = −  + = − +   
ȕ 3α

KZ ρ ρ 2ρ ȕ 3α ȕ 2ρ 3α (3)
2

−
=  =  = −  = +   (1)-(2) : 2αR 3ρR R α 3ρ R (4)= −  = −   

(4)

(3) ȕ 2ρ 3 (3ρ R) (5) = +  −     
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(4),(5)

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

(2) (3ρ R) [2ρ 3 (3ρ R)] (R ρ)

(3ρ R) 4ρ 3 (3ρ R) 4 3 ρ (3ρ R) R 2ρR ρ 0

(3ρ R) 3 (3ρ R) 4 3 ρ (3ρ R) (3ρ 2ρR R ) 0

(3ρ R) 3 (3ρ R) 4 3 ρ (3ρ R) (3ρ R)(ρ R) 0

(3ρ R)(3ρ R 3(3ρ R) 4 3 ρ

 − + +  − = − 

− + +  − +   − − + − = 

− +  − +   − + + − = 

− +  − +   − + − + = 

− − + − + 

2

ρ R) 0

(3ρ R)[(13 4 3)ρ 3R] 0
R 3Rρ Ȓ ρ
3 (1 2 3)

+ + = 

− + − = 

= =
+

  
Αʆ Rρ

3
=  , ʏόʏɸ α=Ϭ ʃαι 2Rȕ

3
= ,  άʌα ɻ ȾΑ ɸίʆαι ʃάθɸʏɻ ʏɻς ΑȲ. 

Αʆ 
2

3Rρ
(1 2 3)

=
+

 ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ όʏι 
2

4(1 3)Rα
(1 2 3)

− +
=

+
 ʃαι 

2

6 4 3ȕ R 0
(1 2 3)

− −
= 

+
 άʏοʋο.                
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Πʌόβʄηʅα ϯϬο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʃύʃʄο ;Ƀ,ʌͿ έʖοʐʅɸ 
ʃαʏασʃɸʐάσɸι ʏέσσɸʌα ʏʅήʅαʏα 
ΑȾ,Ȳȿ,ȳɀ ʃαι ȴɁ ʅήʃοʐς α, ʋοʐ 
ʖʘʌίɺοʐʆ ʏοʆ ʃύʃʄο σɸ ʋέʆʏɸ ίσα ʅέʌɻ. 
Αʆ ʏο έʆα αʋό αʐʏά ɸίʆαι ʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο 
ΑȲȳȴ, ʆα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏο ʅήʃος α.      

Υʋοʄοɶισʅοί  
Αʆ ʖ ɻ ʋʄɸʐʌά ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ ʏόʏɸ 

ισʖύɸι : 
2

2 πρ π
x x ρ

5 5
=  =   

Ⱥɸʘʌούʅɸ σύσʏɻʅα σʐʆʏɸʏαɶʅέʆʘʆ 
ʅɸ αʌʖή ʏο ʃέʆʏʌο Ƀ. Ɉο σɻʅɸίο ȳ έʖɸι 

σʐʆʏɸʏαɶʅέʆɸς 
ρ π ρ π

( , )
2 5 2 5
   . 

Ɉο σɻʅɸίο ɀ θα βʌɸθɸί ʘς σɻʅɸίο 

ʏοʅής ʏɻς ɸʐθɸίας 
ρ π

x
2 5

=   ʃαι ʏοʐ 

ʃύʃʄοʐ 2 2 2x y ρ+ =  , αʋαιʏώʆʏας ʆα 
έʖɸι αʌʆɻʏιʃή ʏɸʏαɶʅέʆɻ.                                                                                                                 
ȿύʆοʆʏας ʏο σύσʏɻʅα ʏʘʆ ɸʇισώσɸʘʆ έʖοʐʅɸ όʏι :  ɀ=

ρ π π
( , ρ 1 )

2 5 20
 −  −   

Ƀʋόʏɸ ȳɀ= 
π πρ ( 1 )
20 20

 + −    
To sangaku αʐʏό 
ʏοʋοθɸʏήθɻʃɸ σʏο 
ʆαό Katayamahiko 
σʏɻʆ ʋόʄɻ Okayama ʃαι 
ʋαʌοʐσιάσʏɻʃɸ 
αʋό ʏοʆ Inie Shinjun ʏο ϭϴϳϯ 
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Πʌόβʄηʅα ϯϭο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι 
ʅία ɸʐθɸία ;ɸͿ ʃαι ɷύο ʏɸʏʌάɶʘʆα 
ʋʄɸʐʌάς Ϯα. Ʌάʆʘ σɸ αʐʏά έʖοʐʅɸ 
ʃαʏασʃɸʐάσɸι ʃύʃʄο ;Ƀ,αͿ. Έʆας 
ʃύʃʄος ;Ⱦ,R) ɸφάʋʏɸʏαι ʏοʐ ʃύʃʄοʐ 
;Ƀ,αͿ, ʏɻς ɸʐθɸίας ;ɸͿ ʃαι ɷιέʌʖɸʏαι 
αʋό ʏο σɻʅɸίο Α, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα 
ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα R σʐʆαʌʏήσɸι 
ʏοʐ α.  
Υʋοʄοɶισʅοί  

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȾ έʖοʐʅɸ : 
2 2 2 2 2x (R 2α) R x 4αR 4α (1)+ − =  = −   

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȾɇ έʖοʐʅɸ : 
2 2 2

2 2

(x 2α) (R 3α) (R α)
8αR 12α x 4αx (2)
+ + − = + 

= + +
  

Αφαιʌώʆʏας ʃαʏά ʅέʄɻ ʏις ;ϭͿ,;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : 
x R 2α (3)= −   
Ƀʋόʏɸ αʋό ʏɻʆ ;ϭͿ έʖοʐʅɸ όʏι : 

2 2 2(R 2α) (R 2α) R ...

2α 2
R

2 1

− + − = 

=
−

       
Ɉο sangaku αʐʏό 
ʏοʋοθɸʏήθɻʃɸ σʏοʆ 
ʆαό Shimizu ʃαι 
ʋαʌοʐσιάσʏɻʃɸ ʏο 
ϭϴϮϴ αʋό ʏοʆ Kobayashi Nobutomo 
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Πʌόβʄηʅα ϯϮο     

Ɉʌɸις ίσοι ʃύʃʄοι αʃʏίʆας ʌ 
ɸɶɶʌάφοʆʏαι σʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,RͿ. Ɂα 
ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʌ 
σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας R.  
Υʋοʄοɶισʅοί       

Έσʏʘ ȴ,ȵ,ȷ ʏα σɻʅɸία ɸʋαφής ʏʘʆ ʏʌιώʆ 
ʃύʃʄʘʆ ʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,R). Ɉο ʏʌίɶʘʆο 
ȴȵȷ ɸίʆαι ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) , άʌα 
ǻǼ R 3=  . Ɉα ʏʌίɶʘʆα ɃΑȳ ʃαι Ƀȴȵ ɸίʆαι 
όʅοια άʌα :  
ȅǹ Γǹ R ρ 2ρ

...
ȅǼ ǻǼ R R 3

3ρ R
2 3

−
=  = 

 = 
+
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Πʌόβʄηʅα ϯϯο     

Έʆα ʏɸʏʌάɶʘʆο ʖαʌʏί ɷιʋʄώʆɸʏαι ώσʏɸ ɻ 
ʃοʌʐφή Α ʆα ʋέσɸι σʏɻ θέσɻ Α͛ ʋάʆʘ σʏɻʆ 
ʋʄɸʐʌά ȳȲ ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ. Αʆ ɻ ʋʄɸʐʌά 
ȴ͛Α͛ ʏέʅʆɸι ʏɻʆ ȴȳ σʏο ȸ, ʆα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ɻ 
αʃʏίʆα ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ʏοʐ 
ʏʌιɶώʆοʐ ȸȳΑ͛ ɸίʆαι ίσɻ ʅɸ ʏο ʏʅήʅα ȴ͛ȸ=a.   
Αʋόɷɸιʇη   
Ɉα οʌθοɶώʆια ʏʌίɶʘʆα ȷȴ͛ȸ ʃαι ȸȳΑ͛ ɸίʆαι 
όʅοια άʌα αʆ οʆοʅάσʘ ʏɻʆ ȷȸ=α, ʏɻʆ ȴ͛ȸ=β 
ʃαι ʏɻʆ ȷȴ͛=ɶ ʏόʏɸ θα ʐʋάʌʖɸι έʆας 
ʋʌαɶʅαʏιʃός αʌιθʅός ʄ ώσʏɸ ʆα ɸίʆαι ȸȳ=ʄβ, 
ȳΑ͛=ʄɶ ʃαι ȸΑ͛=ʄα. 
ȵʋɸιɷή ȴȳ=ȴ͛Α͛ έʖοʐʅɸ :  

2 2 2

2 2 2

Ȗ α Ȝȕ ȕ Ȝα Ȝ(α ȕ) Ȗ α ȕ
Ȗ α ȕ (Ȗ α ȕ)(α ȕ)Ȝ Ȝ

α ȕ (α ȕ)(α ȕ)
Ȗ(α ȕ) (α ȕ ) Ȗ(α ȕ) ȖȜ Ȝ

α ȕ Ȗ

+ + = +  − = + − 
+ − + − +

=  = 
− − +

+ + − + +
=  =

−

  
Άʌα α ȕ ȖȜ

Ȗ
+ +

=   
ȸ αʃʏίʆα ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ɸίʆαι ίσɻ ʅɸ ʏ-ʄα, όʋοʐ ʏ ɻ ɻʅιʋɸʌίʅɸʏʌος, άʌα  

2 2

2 2 2

Ȝα Ȝȕ ȜȖ Ȝȕ ȜȖ Ȝα (α ȕ Ȗ)(ȕ Ȗ α) (ȕ Ȗ) αρ Ȝα
2 2 2Ȗ 2Ȗ

ȕ Ȗ 2ȕȖ α 2ȕȖ ȕ ǻ 'Ǿ
2Ȗ 2Ȗ

+ + + − + + + − + −
= − = = = =

+ + −
= = = =
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Πʌόβʄηʅα ϯϰο    

ȴίʆɸʏαι ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ. Ⱥɸʘʌούʅɸ ɀ ʏο ʅέσο ʏɻς 
ȴȳ ʃαι οʆοʅάɺοʐʅɸ ȵ ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής ʏɻς ɀȲ ʃαι 
ʏɻς Αȳ. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȵȲ 
σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ. 

2αρ
3 5 8

=
+ +

    
Αʋόɷɸιʇη  
Ɉα ʏʌίɶʘʆα ɀȵȳ ʃαι ΑȵȲ ɸίʆαι όʅοια ʅɸ ʄόɶο 
οʅοιόʏɻʏας ϭ/Ϯ.  
Άʌα ΑȲ=α , 2 2 α 5 α 5ǼǺ ȂǺ

3 3 2 3
= = = ʃαι 

2 2α 2ǹǼ ǹΓ
3 3

= =  .  
Ƀʋόʏɸ ɻ ɻʅιʋɸʌίʅɸʏʌος ʏ ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȵȲ ɸίʆαι 

3α α 5 α 8Ĳ
6

+ +
=  .  

Ɉο ɸʅβαɷόʆ ʏοʐ ɸίʆαι 
2

ο1 1 2α 2 2 αǼ ǹǼ ǹǺ Șȝ45 α
2 2 3 2 3

=   =    =  
Αʋό ʏοʆ ʏύʋο ȵ=ʏʌ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : 

2α 3α α 5 α 8 2αρ ρ
3 6 3 5 8

+ +
=   =

+ +
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Πʌόβʄηʅα ϯϱο    

ȴίʆɸʏαι ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ ʃαι ʏα ισόʋʄɸʐʌα ʏʌίɶʘʆα ΑȲȵ 
ʃαι ȳȷȺ ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏοʐς 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐς ʃύʃʄοʐς ʏʘʆ ʏʌιɶώʆʘʆ ΑȻȺ ʃαι ȾȲȳ. Ɂα 
αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ ɸʆός ɸίʆαι ɷιʋʄάσια ʏɻς 
αʃʏίʆας ʏοʐ άʄʄοʐ. 
Αʋόɷɸιʇη   
Ας ʋαʌαʏɻʌήσοʐʅɸ όʏι ʏο ʏʌίɶʘʆο ȷΑȺ ɸίʆαι ισοσʃɸʄές 
ȵʋίσɻς ισʖύοʐʆ :  
α 3Ǽȅ

2
=  ;ύʗος ισοʋʄɸύʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐͿ 

Άʌα α 3 α (2 3)ȆǼ α
2 2

 −
= − =  οʋόʏɸ  ǻǽ α (2 3)=  −  ʃαι 

ǽǹ ǹΘ α ( 3 1)= =  − . Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο Ʌȵȳ έʖοʐʅɸ όʏι 

α ( 3 1) 2ΓǼ
2

 − 
=   άʌα Γǽ α ( 6 2)=  −  . 

ɇʏο ΑȻȺ ɶʆʘʌίɺοʐʅɸ ʏɻʆ ΑȺ ʃαι ʏις ɶʘʆίɸς ʏοʐ, θα ɷοʐʄέʗοʐʅɸ ʅɸ 
ʏʌιɶʘʆοʅɸʏʌία. 
Ȼσʖύɸι όʏι 

ο ο οȘȝ75 Șȝ45 Șȝ60
ǹΘ ǹǿ ǿΘ

= =  ʅɸ 

ο ο ο ο ο ο ο 6 2Șȝ75 Șȝ(45 30 ) Șȝ45 ıυȞ30 ıυȞ45 Șȝ30
4

+
= + =  +  =  

Ƀʋόʏɸ 2

2α( 3 1)
2α( 3 1)2ǹǿ α( 3 1)

6 2 3 1

4

−  −
= = = −

+ +
               ( ) 2 2

3α( 3 1) 2α 3 3 1 α 3 ( 3 1) α 6 ( 3 1)2ǿΘ
26 2 2 ( 3 1) 2

4

−   −  −  −
= = = =

+  +
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2
2 α 6 ( 3 1) α( 3 1)(2 2 3 2 6 ( 3 1))

2Ĳ α( 3 1) α( 3 1)
2 2

α( 3 1)(2 3 3 2 6)
2

 − − + − +  −
= − + − + = =

− + −
=

  
ȵʋίσɻς θα ισʖύɸι ʃαι ο 2υ 3Șȝ60 υ α( 3 1)

ǹǿ 2
=  =  −   

Ⱦαι 
2 3

21 1 3 α 3 ( 3 1)Ǽ υ ǹΘ α ( 3 1) α ( 3 1)
2 2 2 4

  −
=  =    −   − =   

Αʋό ʏοʆ ʏύʋο ȵ=ʏʌ έʖοʐʅɸ όʏι :  
2 3

2

α 3( 3 1)
Ǽ α 3( 3 1)4ρ
Ĳ α( 3 1)(2 3 3 2 6) 2 3 3 2 6

4

−
−

= = =
− + − + −

 (1)  
Ⱥα ɷοʐʄέʗοʐʅɸ ʋαʌόʅοια σʏο ʏʌίɶʘʆο ȳȾȲ , ισʖύɸι όʏι : 

ο ο οȘȝ15 Șȝ135 Șȝ30
ȀǺ ΓǺ ȀΓ

= =  ʅɸ   ο ο ο ο ο ο ο 6 2Șȝ15 Șȝ(45 30 ) Șȝ45 ıυȞ30 ıυȞ45 Șȝ30
4

−
= − =  −  =   

Ƀʋόʏɸ Ȳȳ=α , α( 3 1)ȀǺ
2

−
=  ʃαι α 2ȀΓ

2
=   

Ⱦαι α( 3 1) α 2 α
2Ĳ ' α (1 2 3)

2 2 2

−
= + + = + +   

ο υ ' α( 3 1)Șȝ30 υ '
ȀǺ 4

−
=  =   ,  21 1 α( 3 1) α ( 3 1)Ǽ ' υ ' ǺΓ α

2 2 4 8

− −
=   =   =   

2α ( 3 1)
Ǽ ' α( 3 1)8ρ '
Ĳ ' α(1 2 3) 2(1 2 3)

4

−
−

= = =
+ + + +

 (2) 
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ όʏι ʌ=Ϯʌ͛ ;ɶιαʏί;Ϳ  
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Πʌόβʄηʅα ϯϲο   
Ɉο ʋαʌαʋάʆʘ ɸίʆαι έʆα ιɷιαίʏɸʌο sangaku ɷιόʏι ɸʃʏός αʋό ʅαθɻʅαʏιʃά ʏο ɷιαʃʌίʆɸι 
ɻ άʗοɶɻ αʋό αισθɻʏιʃής άʋοʗɻς ʋαʌοʐσίασɻ ʏοʐ θέʅαʏος.  
« Έʆα φίɷι ɷύο ʅέʏʌα ʅαʃʌύ ʃοιʅάʏαι έʖοʆʏας ʏʐʄιʖθɸί ʅία φοʌά ɶύʌʘ αʋό έʆα 
ʃʄαɷί ɷέʆɷʌοʐ ʋοʐ έʖɸι σʖήʅα ʃʐʄιʆɷʌιʃό. Ɉο ʅέʌος ʏοʐ φιɷιού ʋοʐ ɷɸʆ ʏʐʄίɶɸʏαι 
ɶύʌʘ αʋό ʏο ʃʄαɷί έʖɸι ʅήʃος όσο ʃαι ɻ ɷιάʅɸʏʌος ʏοʐ ʃʄαɷιού ʖ. Ɂα βʌɸίʏɸ ʏɻ 
ɷιάʅɸʏʌο ʖ ʏοʐ ʃʄαɷιού.»  
Αʋάʆʏηση  
Ȼσʖύɸι όʏι : 2πx x 2 x

π 1
+ =  =

+
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Πʌόβʄηʅα ϯϳο    

ȴύο ίσοι ʃύʃʄοι ;Ⱦ,ʌͿ ʃαι ;ȿ,ʌͿ ɸφάʋʏοʆʏαι ʅɸʏαʇύ ʏοʐς ʃαι 
σʏις ʋʄɸʐʌές ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ ΑȲȳȴ. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ έʆαʆ 
ʏʌίʏο ʃύʃʄο, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι οι ʏʌɸις 
ʃύʃʄοι ɸίʆαι ίσοι.    

Αʋόɷɸιʇη  
Ⱥɸʘʌούʅɸ σύσʏɻʅα σʐʆʏɸʏαɶʅέʆʘʆ ʅɸ αʌʖή 
Α;Ϭ,ϬͿ, οʋόʏɸ ȴ;Ϭ,αͿ 
Έσʏʘ όʏι ɻ ȴɂ έʖɸι ɸʇίσʘσɻ y Ȝx α= +  ʃαι 

α αȀ ( , )
4 4

=  ;ɶιαʏί;Ϳ ʃαι αȅ ( ,α ρ)
2

= − . 
Ȼσʖύɸι όʏι : 2

2

α αȜ α
α α4 4

d(ț,İ)
4 41 Ȝ

α α 4Ȝ 3 1 Ȝ ... Ȝ
4 4 3

− −
=  = 

+

 + =  +   = −

  
Άʌα ;ɸͿ: 4

y x α
3

= − +  . 
ȵʋɸιɷή 

3(α ρ) 2α 3α α
d(O,İ) ρ ρ 2α 3ρ 5ρ ....ρ Ȓ ρ α

5 4

− + −
=  =  − =  = = −   

Άʌα αρ
4

=  , ɷɻʄαɷή ο ʏʌίʏος ʃύʃʄος ɸίʆαι ίσος ʅɸ ʏοʐς ɷύο αʌʖιʃούς.      
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Πʌόβʄηʅα ϯ8ο      

Ɉʌɸις ίσοι ʃύʃʄοι έʖοʐʆ ɸɶɶʌαφɸί ʅέσα σʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο 
ΑȲȳȴ ʋʄɸʐʌάς α. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʌ ʏʘʆ 
ʃύʃʄʘʆ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ.   
Υʋοʄοɶισʅοί  

Ⱥɸʘʌούʅɸ οʌθοʃαʆοʆιʃό σύσʏɻʅα 
σʐʆʏɸʏαɶʅέʆʘʆ ʅɸ Α;Ϭ,ϬͿ, Ȳ;ϭ,ϬͿ ʃαι ȴ;Ϭ,ϭͿ. 
Αʆ ȵ;Ϭ,ʃͿ ʏόʏɸ ɻ ɸʇίσʘσɻ ʏɻς ȵȲ ɸίʆαι :                    
ʗ+ʃʖ-ʃ=Ϭ. ȸ ɸʇίσʘσɻ ʏɻς ʋαʌαʄʄήʄοʐ αʋό 
ʏο ȴ ɸίʆαι ʗ+ʃʖ-ϭ=Ϭ, ɸʆώ οι άʄʄɸς ɸʐθɸίɸς 
ɸʋɸιɷή ɸίʆαι οι σʐʅʅɸʏʌιʃές ʏοʐς ʘς ʋʌος 
ʏɻʆ ɷιʖοʏόʅο θα έʖοʐʆ ɸʇισώσɸις : ʖ+ʃʗ-1=0 
ʃαι ʖ+ʃʗ-ʃ=Ϭ. Ɉο ʃέʆʏʌο ȿ ʏοʐ «ʅɸσαίοʐ» 
ʃύʃʄοʐ έʖɸι σʐʆʏαɶʅέʆɸς ;ϭ/Ϯ,ϭ/ϮͿ, ɸʆώ ʏο 
ʃέʆʏʌο ʏοʐ «ʋʌώʏοʐ» ʃύʃʄοʐ ɸίʆαι ɀ;ʌ,ʌͿ, 
όʋοʐ ʌ ɻ αʃʏίʆα ʏʘʆ ίσʘʆ ʃύʃʄʘʆ.  

Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς : 
2 21 1

d(ȁ,ǼǺ) ρ ț ț ρ 1 ț 1 ț 2ρ 1 ț (1)
2 2

=  +  − =  +  − =  +   
2 2d(M,EB) ρ ρ țρ ț ρ 1 ț ț ρ țρ ρ 1 ț=  + − =  +  − − =  +  (2) 

Αʋό ʏο σύσʏɻʅα ʏʘʆ ɷύο ɸʇισώσɸʘʆ ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏις σʖέσɸις 3ț 1ρ
2 2ț

−
=

+
 ;ϯͿ ʅɸ ʏο 

ʃ ʆα ɸʋαʄɻθɸύɸι ʏɻʆ ɸʇίσʘσɻ 3 24ț 3ț 6ț 3 0− + − =  (4) , ɸʇίσʘσɻ ʋοʐ ɷίʆɸι ʄύσɻ :                           
ʖ   ̴Ϭ.ϱϰϬϳϵ ɻ οʋοία ʅɸ ʏɻ σɸιʌά ʏɻς ɷίʆɸι ʏιʅή σʏο ʌ  Ϭ̴.ϮϬϭϵϲ. Άʌα ɶɸʆιʃά σʏο 
ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς α ɻ αʃʏίʆα ʌ ɸίʆαι ʌ=Ϭ.ϮϬϭϵϲα !  



 ɅɆɃȲȿȸɀΑɈΑ  
ȳȻΩɆȳɃɇ ȿΑȳɃɉȴΑȾɃɇ 52  

 
Πʌόβʄηʅα ϯϵο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα οι ʏέσσɸʌɸις ʃύʃʄοι ɸίʆαι ίσοι. Αʆ 
ʏα ʏʌίɶʘʆα ΑȳȲ͛, Αȳ͛Ȳ ʃαι Α͛ȳȲ ɸίʆαι ίσα, ʆα βʌɸίʏɸ ʏɻʆ 
αʃʏίʆα ʌ ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α 
ʏοʐ ισοʋʄɸύʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȲȳ.  
Υʋοʄοɶισʅός  
Ɉα ʏʌίɶʘʆα Α͛Ȳ͛ȳ͛ ʃαι Ƀ1Ƀ2Ƀ3 ɸίʆαι ισόʋʄɸʐʌα ;ɶιαʏί;Ϳ 
Ɉο ɀɃ3ɃɈ ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο ʋαʌαʄʄɻʄόɶʌαʅʅο 
;ɶιαʏί;Ϳ άʌα ɀɈ//Ƀ3Ƀ ʃαι ɸʋɸιɷή ɻ Ƀ3Ƀ ɸίʆαι ʃάθɸʏɻ 
ʏɻς Ƀ1Ƀ2 θα ɸίʆαι ʃαι ɻ ɀɈ άʌα ɻ ɀɈ ɸίʆαι 
ɸφαʋʏόʅɸʆɻ ʏοʐ ;Ƀ1,ʌͿ, άʌα ɷιέʌʖɸʏαι αʋό ʏο σɻʅɸίο 

ɸʋαφής ȿ. Ƀʋόʏɸ 1 2
3

ȅ ȅ 3Ȃȁ ȅ Ȉ
2


= =   

ȿόɶʘ ʏʘʆ ʋαʌαʄʄήʄʘʆ έʖοʐʅɸ όʏι 
ο

33ȂȀȅ Ȁȅ Ȉ 30= =  οʋόʏɸ 3 3Ȁȅ 2Ȃȅ 2ρ= =  , 
οʋόʏɸ ;ʄόɶʘ ʏοʐ ʋαʌαʄʄɻʄοɶʌάʅʅοʐ ɀɃ3ȿɃ1) 

1 3ȅ ȅ 4ρ=  ;ϭͿ ʃαι 

1 3
3

ȅ ȅ 3 4ρ 3Ȃȁ ȅ Ȉ 2ρ 3
2 2


= = = =  . ȵύʃοʄα 

ʏώʌα ɸίʅασʏɸ σɸ θέσɻ ʆα ʃαʏαʄήʇοʐʅɸ ʃαι σʏɻʆ ισόʏɻʏα 3ǹ'Ǻ' Ȃȁ ȅ Ȉ 2ρ 3= = =   (2). 
ȵʋίσɻς ισʖύοʐʆ : 

3Ȇ.Θ. ǹ 'Ȃȅ ρ 3ǻǺ' Ǻ'ȁ ǹ 'Ȃ ...
3

= = = =   (3) 
Αʄʄά σʏο ʏʌίɶʘʆο ΑȲ͛ȳ ισʖύɸι όʏι ρ 3 ρ 3ǻǺ' Ĳ α Ĳ α Ĳ α

3 3
= −  = −  = +   (4) 

ȵʋɸιɷή  : 3(ǹǺ'Γ) (ǹ 'Ǻ'Γ ') (ǹǺΓ) 3 (Ĳ ρ) (ǹ 'Ǻ'Γ ') (ǹǺΓ)+ =    + =  έʖοʐʅɸ όʏι : 
2 2 2 2

2ρ 3 (2ρ 3) 3 α 3 α 3
3 (αρ ) ... 4 3 ρ 3αρ 0

3 4 4 4


 + + =    + − =   

Αʋό όʋοʐ έʖοʐʅɸ όʏι : α ( 21 3)ρ
8 3

 −
=   
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Πʌόβʄηʅα 40ο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς α έʖοʐʅɸ ɶʌάʗɸι ɷύο 
ɻʅιʃύʃʄια ɷιαʅέʏʌʘʆ ΑȲ ʃαι ȴΑ ʃαι έʆα ʏɸʏαʌʏοʃύʃʄιο, 
όʄα ɸσʘʏɸʌιʃά ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ. ɇʏɻ σʐʆέʖɸια 
ɸɶɶʌάφοʐʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,ʌͿ όʋʘς σʏο σʖήʅα.                             

Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ισʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα : 4ρ α
33

=     
Αʋόɷɸιʇη  

Ⱥɸʘʌούʅɸ οʌθοʃαʆοʆιʃό σύσʏɻʅα σʐʆʏɸʏαɶʅέʆʘʆ.  
ɀɸ βάσɻ αʐʏό έʖοʐʅɸ όʏι Ȳ;ϭ,ϬͿ, Α;Ϭ,ϬͿ.  
Ƀʋόʏɸ θα ɸίʆαι ʃαι 1Ȁ ( ,0)

2
=  , 1ȁ (0, )

2
=  .  

Αʆ Ƀ=;x,y) ʏόʏɸ ɸʋɸιɷή ισʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς : 

ȅǺ 1 ρ= −  , 1ȅȀ ρ
2

= +  ʃαι 1ȅȁ ρ
2

= −  θα 

ʃαʏαʄήʇοʐʅɸ σʏις ʋαʌαʃάʏʘ ɸʇισώσɸις. 
2 2 2 2 2d(O,B) 1 ρ (x 1) y 1 ρ x 2x y ρ 2ρ (1)= −  − + = −  − + = −   

2 2 2 2 21 1 1
d(O,K) ρ (x ) y ρ x x y ρ ρ

2 2 2
= +  − + = +  − + = +   (2) 

2 2 2 2 21 1 1
d(O,ȁ) ρ x (y ) ρ x y y ρ ρ

2 2 2
= −  + − = −  + − = −   (3) 

ȿύʆοʆʏας ʏο σύσʏɻʅα ʏʘʆ ʏʌιώʆ ɸʇισώσɸʘʆ … ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏις ισόʏɻʏɸς : 
4 4 20ρ , x , y
33 11 33

= = =  .                                                                                                                      
Άʌα ɶɸʆιʃά θα ɸίʆαι 4ρ α

33
=   , όʋοʐ α ɻ ʋʄɸʐʌά ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ. 
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Πʌόβʄηʅα 41ο  

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ɷύο ʏɸʅʆόʅɸʆοʐς 
ʃύʃʄοʐς αʃʏίʆας R. ɇʏο ɸσʘʏɸʌιʃό ʏοʐς 
ɸɶɶʌάφοʐʅɸ ʏʌɸις ίσοʐς ʃύʃʄοʐς αʃʏίʆας ʌ, όʋʘς 
σʏο σʖήʅα. 
Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʌ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς R.  
Υʋοʄοɶισʅοί  

Ɉα ʏʌίɶʘʆα Ȳȷȿ ʃαι ɀȵȳ ɸίʆαι ίσα ;ɶιαʏί;Ϳ. Άʌα Ȳȷ=ɀȳ=ʖ. 
ɇʐɶʖʌόʆʘς σʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ȷȲȳ ισʖύɸι όʏι : 

2 2Ǻǽ ǽȁ ǽΓ x ρ 2R x 2ρR=   =   =   
ȵʋɸιɷή  :  

k ρ
2

ǽΓ ǹȂ x 2R 3ρ x 2R 3ρ 2ρR

3ρ 2R ρ 2R 0 3k 2R k 2R 0
=

= +  = +  = + 

+  − =  +  − =
  

Αʋό όʋοʐ έʖοʐʅɸ όʏι :  
k ρ

22R ( 13 1) R
k ρ ( 13 1)

6 18

= −
=  =  −             
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Πʌόβʄηʅα 42ο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι ʋέʆʏɸ ʏɸʏʌάɶʘʆα. 
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʏο ɸʅβαɷόʆ ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ɇȿȾ ʃαι ʏο 
ɸʅβαɷόʆ ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ ȳȾȺȻ ɸίʆαι ίσα.  
Αʋόɷɸιʇη   

Βασιʃή ʋʌόʏαση : Αʆ έʖοʐʅɸ ɷύο ʏɸʏʌάɶʘʆα ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ ʅɸ 
ʃοιʆή ʅία ʃοʌʐφή ʏοʐς ʏόʏɸ ʏα σʖɻʅαʏιɺόʅɸʆα ʏʌίɶʘʆα έʖοʐʆ ίσα 

ɸʅβαɷά, ɷιόʏι : 
Șȝș ȘȝȦ

1 2

1 1Ǽ Ȥ ȥ Șȝș Ȥ ȥ ȘȝȦ Ǽ
2 2

=

=    =    =    
Ȼσʖύοʐʆ  
Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȳȲȻ ʃαι ȻȺȵ ɸίʆαι ίσα ;ɶιαʏί;Ϳ 
(ȈȁȀ) (ǻȀǾ) (ǻǹǽǾȀ) (ǻǹǽǾ)= = −  (1) 

2α ȕ
(ǻǹǽǾ) (2α 2ȕ) (α ȕ)

2

+
=  + = +   (2) 

2 2 2 2 2 2 2

(ǻǹǽǾȀ) (ǻΓȀ) (ΓǺǿ) (ȀΘǾ) (ǿΘǼ) (ǻǹǺΓ) (ΘǾǽǼ) (ȀΓǿΘ)
α ȕ

4(ǺΓǿ) α ȕ 4 α ȕ Ȗ (α ȕ) Ȗ
2

= + + + + + + =


= + + =  + + + = + +
   (3) 

Αʋό ;ϭͿ,;ϮͿ,;ϯͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι ;ɇȾȿͿ=;ȳȾȺȻͿ      
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Πʌόβʄηʅα 43ο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι ʏέσσɸʌα ʏɸʏʌάɶʘʆα 
ʋʄɸʐʌώʆ α,β,ɶ ʃαι ɷ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι :

2 2 2 2α į 2(ȕ Ȗ )+ = +    
Αʋόɷɸιʇη  
Αʋό ʆόʅο σʐʆɻʅιʏόʆʘʆ σʏα ʏʌίɶʘʆα ȷȻȵ ʃαι ȴȵȳ έʖοʐʅɸ όʏι: 

2 2 2ǻǼΓ: α Ȗ ȕ 2ȕȖ ıυȞș (1)= + −    
2 2 2ǽǿǼ : į Ȗ ȕ 2ȕȖ ıυȞȦ= + −   (2) 

ȵʋɸιɷή οι ɶʘʆίɸς ʘ,θ ɸίʆαι ʋαʌαʋʄɻʌʘʅαʏιʃές ισʖύɸι όʏι: 
ıυȞȦ ıυȞș= −  , οʋόʏɸ οι ;ϭͿ, ;ϮͿ ɶʌάφοʆʏαι : 

2 2 2α Ȗ ȕ 2ȕȖ ıυȞș= + −  ʃαι  2 2 2į Ȗ ȕ 2ȕȖ ıυȞș= + +   
Ʌʌοσθέʏοʆʏας ʃαʏά ʅέʄɻ έʖοʐʅɸ όʏι :  

2 2 2 2α į 2(ȕ Ȗ )+ = +              
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Πʌόβʄηʅα 44ο    

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαι έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι 
ɸʆʆέα ίσοʐς ʃύʃʄοʐς ; όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ ʆα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ 
αʃʏίʆα ʌ ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ ʏɻς αʃʏίʆας R.    

Υʋοʄοɶισʅοί    
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο οʌθοɶώʆιο ;;Ϳ ʏʌίɶʘʆο ɃȾȿ έʖοʐʅɸ όʏι :  

2 2 2 2 2 R (2 2 1)ȅȀ ȅȁ Ȁȁ 2(R ρ) (4ρ) ... ρ
7

 −
+ =  − =   =                
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Πʌόβʄηʅα 45ο   

ɇɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ɷύο ɸιɷώʆ ισόʋʄɸʐʌα 
ʏʌίɶʘʆα ʅɸ ʋʄɸʐʌές ΑȾ=α ʃαι ȺȾ=ʅ ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ 
Ɂα βʌɸίʏɸ ʏοʆ ʄόɶο ʏʘʆ ʏʅɻʅάʏʘʆ α, ʃ. Ʌοια ɻ σʖέσɻ 
ʏʘʆ ʏʅɻʅάʏʘʆ αʐʏώʆ ʅɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα  R ʏοʐ ʃύʃʄοʐ;  
Υʋοʄοɶισʅοί 
ȳʆʘʌίɺοʐʅɸ όʏι ɻ ʋʄɸʐʌά ισοʋʄɸύʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐ 

ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ σɸ ʃύʃʄο αʃʏίʆας R ɸίʆαι ǹǺ R 3=  . Άʌα ɻ ʋʄɸʐʌά ΑȾ ʏοʐ 

ισοʋʄɸύʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȾɀ ɸίʆαι ίσɻ ʅɸ : R 3ǹȀ
2

=  . 
Ȼσʖύɸι ɸʋίσɻς όʏι : 

2
2 2

2 2

R 3 R 3 3R R 3ǹȀ ȀǺ ȀΘ ȀǼ ( ) ȝ ( ȝ) ȝ ȝ
2 2 4 2

R 3 ( 5 1)
4ȝ 2R 3ȝ 3R 0 ... ȝ

4

 =   =  +  =  + 

 −
+ − =   =

  
Ƀʋόʏɸ 

R 3
ǹȀ α 2 5 12

ΘȀ ȝ 2R 3 ( 5 1) 5 1

4

+
= = = =

 − −
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Πʌόβʄηʅα 46ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι 
ʏέσσɸʌɸις ʃύʃʄοι ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοι σɸ 
ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαι ʅɸʏαʇύ ʏοʐς έʆας 
ʅιʃʌόʏɸʌος ʃύʃʄος αʃʏίʆας r.                          
Ɂα βʌɸίʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα r ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ 
ʏɻς αʃʏίʆας R.  

Υʋοʄοɶισʅοί 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȴ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2 2 2ǹǺ ǹǻ ǻǺ 2 (2ρ) (2R 2ρ)

... ρ R( 2 1)

+ =   = − 

 = −
  H AO ɸίʆαι ɷιάʅɸσος ʏοʐ ΑȴȲ άʌα : ǹȅ R (2 2)=  −   

Ƀʋόʏɸ θα ɸίʆαι ʃαι 
ρ r R (2 2) R ( 2 1) r R (2 2)

r R(2 2 2 1) r R(3 2 2)

+ =  −   − + =  − 

= − − +  = −
              

Sangaku αʋό 
τοʆ ʆαό Iasaniwa Jinjya 

ʅɸ ɷιαστάσɸις 
ϭϬϳΧϳϳ ɸʃ. 
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Πʌόβʄηʅα 47ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο 
ΑȲȳ σʏο οʋοίο έʖοʐʅɸ φέʌɸι ʏο ύʗος Αȴ. 
ȵɶɶʌάφοʐʅɸ ʏα ʏɸʏʌάɶʘʆα ȴȾȿɀ ʃαι ȴɅɆɇ όʋʘς 
σʏο σʖήʅα. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ΑɆ=Αȿ.  
Αʋόɷɸιʇη    Ɉο ʏɸʏʌάʋʄɸʐʌο ȴȿΑɆ ɸίʆαι ɸɶɶʌάʗιʅο ɷιόʏι 

οȇǻȁ ǺǹΓ 90= =  (;) 
Ƀʋόʏɸ θα ɸίʆαι οȇȁǹ ȇǻǹ 45= =   ʃαι 

οȁȇǹ ǹǻȁ 45= =  , οʋόʏɸ ʏο ɆΑȿ ɸίʆαι 
οʌθοɶώʆιο ʃαι ισοσʃɸʄές, άʌα ΑɆ=Αȿ.                 
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Πʌόβʄηʅα 48ο  

ɇʏο ɷιʋʄαʆό οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι 
ʏο ʏɸʏʌάɶʘʆο Αȴȵȷ ʃαι ʏοʐς ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐς ʃύʃʄοʐς 
;Ⱦ,ʌͿ ʃαι ;Ƀ,R) σʏα ɷύο ʏʌίɶʘʆα ʋοʐ σʖɻʅαʏίɺοʆʏαι. Ɂα 
βʌɸθɸί ɻ ʋʄɸʐʌά ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ α ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ ʏʘʆ 
αʃʏίʆʘʆ ʌ ʃαι R.  

Υʋοʄοɶισʅοί  
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ȳȵȷ ισʖύɸι όʏι : 

1ρ Ĳ ǼΓ= −  ,                     
σʏο οʌθοɶώʆιο Ȳȵȴ ισʖύɸι όʏι : 2R Ĳ ǺǼ= −    ;ʏ1,ʏ2, οι ɻʅιʋɸʌίʅɸʏʌοι ʏʘʆ ɷύο ʏʌιɶώʆʘʆ.Ϳ 
Άʌα : 

1 2ρ R Ĳ Ĳ (ǼΓ ΓǺ) ρ R Ĳ α
ρ R r

+ = + − +  + = −
 + =

  ,όʋοʐ ʏ ɻ ɻʅιʋɸʌίʅɸʏʌος ʏοʐ ΑȲȳ ʃαι r ɻ 
αʃʏίʆα ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ʏοʐ ΑȲȳ. 

Ȼσʖύɸι ɸʋίσɻς όʏι 
(ǼǻǺ) (ǼΓǽ) (ǻǽǹ)

(ǹǺΓ) (ǼǻǺ) (ǼΓǽ) 2(ǻǽǹ) 1 2
(ǹǺΓ) (ǹǺΓ) (ǹǺΓ)

= + +  = + +  , όʄα όʅʘς ʏα 

ʏʌίɶʘʆα αʐʏά ɸίʆαι όʅοια άʌα ο ʄόɶος ʏʘʆ ɸʅβαɷώʆ ʏοʐς ɸίʆαι ίσος ʅɸ ʏο 
ʏɸʏʌάɶʘʆο ʏοʐ ʄόɶοʐ οʅοιόʏɻʏάς ʏʘʆ, ɷɻʄαɷή : 

2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

R ρ ȇ x x x 2
1 ( ) ( ) 2( ) r R ρ 2( x 2)

r r r 2

2 ρRx (2 2)
(R ρ) R ρ 2 4Rρ x (2 2) x

4 2 2

x (2 2) Rρ

+ +
= + +  = + + − 

 −
+ − − =  =  −  =

−

 = + 
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ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι, ʏο 
οʌθοɶώʆιο ʋαʌαʄʄɻʄόɶʌαʅʅο ȴȵȷȸ ʃαι ʏοʐς 
ʏʌɸις ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐς ʃύʃʄοʐς ;Ⱦ,ʌ1Ϳ, ;Ȼ,ʌ2Ϳ ʃαι 
;Ƀ,ʌ3Ϳ, ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι όʏαʆ 
ʏο οʌθοɶώʆιο ʋαʌαʄʄɻʄόɶʌαʅʅο έʖɸι ʏο ʅέɶισʏο 
ɸʅβαɷόʆ ʏόʏɸ ισʖύɸι ɻ σʖέσɻ : 2 2 2

1 2 3ρ ρ ρ+ =    
Αʋόɷɸιʇη  

Ⱥɸʘʌούʅɸ οʌθοʃαʆοʆιʃό σύσʏɻʅα 
σʐʆʏɸʏαɶʅέʆʘʆ, ʃαι θέʏοʐʅɸ Α=;Ϭ,ϬͿ, Ȳ=;Ϭ,ϭͿ, 
ȴ;k,0)  ʃαι ʏɻʆ ɸʐθɸία Ȳȳ ʆα έʖɸι ɸʇίσʘσɻ 
y mx 1= +  .                                                                                      H Hȴ ɸʋɸιɷή ɸίʆαι ʋαʌάʄʄɻʄɻ ʏɻς Ȳȳ ʃαι 
ɷιέʌʖɸʏαι αʋό ʏο ȴ θα έʖɸι ɸʇίσʘσɻ y mx mk= −  
, όʋοʏɸ ʏο σɻʅɸίο ȸ ɸίʆαι ʏο ȸ=;Ϭ,-mk). 
Ɉο ɸʅβαɷόʆ ʏοʐ ȷȸȴȵ ɷίʆɸʏαι αʋό ʏɻʆ σʖέσɻ 
Ǽ ǻǼ Ǿǻ Ǽ d(ǻ,ǺΓ) d(ǻ,Ǿ)=   =    
Ƀʋόʏɸ : 

2 2 2 2

2

0 mk 1
E(k) k m k E(k) k (mk 1) E(k) mk k

1 m

− −
= +   =  +  = +

+
  

ɀɸ E '(k) 2mk 1= +  , οʋόʏɸ ɻ σʐʆάʌʏɻσɻ E(k) θα ʋαʌοʐσιάɺɸι max σʏο 1
k

2m
= −  

,ɷɻʄαɷή όʏαʆ ʏο ȴ ɸίʆαι ʏο ʅέσο ʏɻς Αȳ , οʋόʏɸ ʃαι ʏο ȸ ʅέσο ʏɻς ΑȲ. 
Ɉόʏɸ έʖοʐʅɸ : 

*
2 2 2 2 21 2 1 2

1 2 3 1 2 3

3 3 3 3

r r E E
r r r ( ) ( ) 1 1 E E E

r r E E
+ =  + =  + =  + =  (1) 

* Ɉα ʏʌίɶʘʆα Ȳȸȷ,ȸΑȴ ʃαι ȴȵȳ,Αȸȴ ɸίʆαι όʅοια, άʌα ο ʄόɶος ʏʘʆ ɸʅβαɷώʆ ʏοʐς 
ɸίʆαι ίσος ʅɸ ʏοʆ ʄόɶο οʅοιόʏɻʏάς ʏʘʆ, ;άʌα ʅɸ ʏο ʄόɶο ɷύο οʋοιοʆɷήʋοʏɸ 
αʆʏίσʏοιʖʘʆ ʅɸɶɸθώʆ ʏοʐςͿ 
Αʆ φέʌοʐʅɸ ʏο ύʗος ΑȺ ʏοʐ Αȸȴ ʏόʏɸ ʏα ʏʌίɶʘʆα ΑȸȺ ʃαι Ȳȸȷ ɸίʆαι ίσα , όʋʘς ʃαι 
ʏα ΑȺȴ ʃαι ȴȵȳ, άʌα ʃαι ισɸʅβαɷιʃά , οʋόʏɸ ɻ ;ϭͿ αʄɻθɸύɸι!   
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ έʖοʐʅɸ ʃαʏασʃɸʐάσɸι 
ɸσʘʏɸʌιʃά ʏοʐ ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς ΑȲ. ȵʋίσɻς 
ʃαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃο ;Ⱦ,R) ʏοʐ 
ισοʋʄɸύʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ʃαι αʃόʅα ɷύο ίσοʐς ʃύʃʄοʐς ʅɸ 
ʃέʆʏʌα ȿ ʃαι ɀ ʃαι αʃʏίʆας ʌ ʃαι έʆαʆ ʅιʃʌόʏɸʌο ʃέʆʏʌοʐ Ƀ, 
όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʌ ʏʘʆ ɷύο ίσʘʆ 
ʃύʃʄʘʆ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας R.  

Υʋοʄοɶισʅοί  O ʃύʃʄος ;Ⱦ,R) ɸίʆαι ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆος σɸ ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο 

ʋʄɸʐʌά α, άʌα θα ισʖύɸι όʏι : α 3
R

6
=  (1) 

Ʌʌοɸʃʏɸίʆοʐʅɸ ʋʄɸʐʌά ɇȳ ʏοʐ ισοʋʄɸύʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ʃαι 
οʆοʅάɺοʐʅɸ ɇ ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής ʏɻς ʋʌοέʃʏασɻς ʅɸ ʏɻʆ ȴȳ. 
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ɇȳȲ ɻ ɶʘʆία Ȳ ɸίʆαι ϯϬο , άʌα αʆ 
οʆοʅάσοʐʅɸ ɇȳ=ʖ ʏόʏɸ ɇȲ=Ϯʖ . Αʋό Ʌ.Ⱥ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι 

α
x

3
= . Ƀ ʃύʃʄος ;ɀ,ʌͿ ɸίʆαι ο ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆος σʏο 

ʏʌίɶʘʆο ɇȳȲ ʃύʃʄος άʌα θα ɸίʆαι : 
α 2α α 2αα α

2α α( 3 1)3 3 3 3ρ
2 23 2 3

+ + + −
−

= − = =  (2) 
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : ρ R ( 3 1)=  −          



 ɅɆɃȲȿȸɀΑɈΑ  
ȳȻΩɆȳɃɇ ȿΑȳɃɉȴΑȾɃɇ 64  

 
Πʌόβʄηʅα 51ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ʏʌɸις ίσοʐς ʃύʃʄοʐς ;Ⱦ,ʌͿ, ;ȿ,ʌͿ, 
;ɀ,ʌͿ, ʃαι ʏο ισοσʃɸʄές ʏʌίɶʘʆο ȴɃȳ. ɀέσα σɸ αʐʏό έʖοʐʅɸ 
ɸɶɶʌάʗɸι ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ;ɇ,r) ʃαι ;Ɉ,r). Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʌ=r.  
Αʋόɷɸιʇη     

ȵʋɸιɷή οι ʏʌɸις ʃύʃʄοι σʏɻʆ βάσɻ ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ ΑȲ 

ɸίʆαι ίσοι οι αʃʏίʆα ʏοʐς θα ɸίʆαι αρ
6

=  .  
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȴȵɃ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι 5α

x
6

=  . 
Ƀ ʃύʃʄος ;ɇ,rͿ ɸίʆαι ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆος σʏο οʌθοɶώʆιο 

ȴȷɃ άʌα 

α 2α 5α
5α α2 3 6r Ĳ x ... ρ

2 6 6

+ +
= − = − = = =              
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʃύʃʄο έʖοʐʅɸ φέʌɸι ʏɻʆ αʃʏίʆα ɃȲ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ 
ɷιάʅɸʏʌο Αȳ. Ⱥɸʘʌούʅɸ ȴ ʏʐʖαίο σɻʅɸίο ʏɻς ɃȲ ʃαι ȵ ʏο 
σɻʅɸίο ʏοʅής ʏɻς ȷȴ ʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο. ȵɶɶʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο ;Ⱦ,ʌͿ, 

όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι 1 1 1

ρ ǻȅ Ǻǻ
= +    

Αʋόɷɸιʇη  
Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς :  

2 2 2ǹǻ ǹǽ ǹȅ ǹΓ ǹǻ (ǹǻ ǽǻ) 2R Aǻ ǹǻ ǽǻ 2R (1) =    + =  +  =   
ǻǹ ǻǽ ȥ (x R) =  +  (2) 

2 2 2Aǻ x R= +   (3) 
Αʋό ;ϭͿ,;ϮͿ ʃαι ;ϯͿ έʖοʐʅɸ όʏι : 2 2xȥ ȥR x R+ + =   (4) 

ȵʋίσɻς αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα : ȴȾɀ ʃαι ɃȴΑ ισʖύɸι : ǻȂ ρ ρ RǻȂ
R x x


=  =   (5) 

ɇʏο ȴȾɀ αʋό Ʌ.Ⱥ. : 
2 2(5)

2 2 2 2

2

ρ RǻȀ ǻȂ ρ ρ
x


= + = +   (6) 

ɇʏο ȴȾɃ αʋό Ʌ.Ⱥ. : 2 2 2ǻȀ (R ρ) x= − −   (7) 
Αʋό ;ϲͿ ʃαι ;ϳͿ έʖοʐʅɸ 

2 2 2
2 2 2

2

ρ R xρ (R ρ) x ... R
x x ρ


+ = − −   =
−

 (8) 
Αʋό ;ϰͿ ʃαι ;ϴͿ αʋαʄɸίφοʆʏας ʏο  R έʖοʐʅɸ :  

2 4
2

2

x x
xȥ ȥ x ... (ȥx ρȥ ρx)(2x ρ) 0

x ρ (x ρ)
1 1 1

2x ρ απορρȓπĲİĲαȚ Ȓ ȥx ρȥ ρx 0
ρ x ȥ

+  + =   − − − = 
− −

= − − =  = +
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ɇɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ɶʌάφοʐʅɸ ɷύο ίσοʐς ʃύʃʄοʐς ;Ⱦ,R/2) ʃαι ;ȿ,R/2). ɇʏɻ σʐʆέʖɸια 
ɶʌάφοʐʅɸ ʏοʆ ʌόʅβο ΑȲȳȴ ʅɸ ʏα σɻʅɸία Α,ȳ σʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαι ʏις ʋʄɸʐʌές ʏοʐ ʆα 
ɸίʆαι ɸφαʋʏόʅɸʆɸς ʏʘʆ ɷύο ίσʘʆ ʃύʃʄʘʆ. Ɉέʄος ɸɶɶʌάφοʐʅɸ ɷύο ίσοʐς ʃύʃʄοʐς 
;ɇ,ʌͿ ʃαι ;Ɉ,ʌͿ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα βʌɸθɸί ɻ αʃʏίʆα ʌ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας R. 
Υʋοʄοɶισʅοί 

Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȴΑɃ ʃαι ΑȵȾ ɸίʆαι όʅοια ʅɸ ʄόɶο οʅοιόʏɻʏας ϭ/Ϯ 
;ɶιαʏί;Ϳ, άʌα αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ ȴȵ=ʖ ʃαι ȴȾ=y θα έʖοʐʅɸ : 

R
2ǻǼ ǻȅ 2x y

2
=  = +  (1) ʃαι 2ǻȀ ǻǹ 2y x R=  = +  (2) 

Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ όʏι : 2R 5R
x , y

3 6
= =  . 

Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȴȸȷ ʃαι ȴȵȾ ɸίʆαι όʅοια οʋόʏɸ : 
ǻǾ HZ ǻǽ ǻǾ HZ ǻǽ

R 5R R 2Ry x

2 6 2 3

= =  = =   (3) 
Αʄʄά R 5R R R

y ǻǽ ǻǽ ǻǽ
2 6 2 3

= +  = −  =  (4) , οʋόʏɸ αʋό ʏɻʆ ;ϯͿ θα έʖοʐʅɸ ʃαι 

RǾǽ
4

=  ʃαι 5RǻǾ
12

=  .  
Ɉο ʏʌίɶʘʆο ȴȸȺ έʖɸι ɻʅιʋɸʌίʅɸʏʌο 2RĲ

3
=  ʃαι ɸʅβαɷόʆ 

2RǼ
12

=  , άʌα 

Ǽ Rρ ...
Ĳ 8

= = =   
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ȴίʆɸʏαι οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σɸ 
ʃύʃʄο ;Ƀ,ʌͿ. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʃύʃʄο ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι 
ʏʘʆ ɷύο ʃάθɸʏʘʆ ʋʄɸʐʌώʆ ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ʃαι ʏοʐ 
ʃύʃʄοʐ ;Ƀ,ʌͿ. Αʆ r ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ, ʆα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι : 
r ȕ Ȗ α= + −   
Αʋόɷɸιʇη 
Ⱥɸʘʌούʅɸ οʌθοʃαʆοʆιʃό σύσʏɻʅα σʐʆʏɸʏαɶʅέʆʘʆ ʅɸ 
ʏο οʋοίο οʌίɺοʐʅɸ Α;Ϭ,ϬͿ, Ȳ;Ϭ,βͿ ʃαι ȳ;ɶ,ϬͿ.  ȵʋίσɻς θα ɸίʆαι Ȗ ȕȅ ( , )

2 2
=  ʃαι  Ȁ (ρ,ρ)=   

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο οʌθοɶώʆιο ȾɃȿ έʖοʐʅɸ :  
2 2 2

α
R

2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2

Ȁȅ Ȁȁ ȁȅ

Ȗ ȕ
(R ρ) ( ρ) (ρ )

2 2

α Ȗ ȕρ αρ ρ Ȗρ ρ ȕρ
4 4 4

ρ ȕρ Ȗρ αρ ρ ȕ Ȗ α

=

= + 

− = − + − 

+ − = + − + + − 

= + −  = + −

    
ȵʋɸιɷή ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ʏοʐ 

οʌθοɶʘʆίοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȲȳ ɸίʆαι ȕ Ȗ α
r Ĳ α

2

+ −
= − =  

ʃαʏαʄαβαίʆοʐʅɸ όʏι ισʖύɸι ρ 2r=  , ʃαι όʏι ʏο έɶʃɸʆʏʌο 
ʏοʐ ΑȲȳ ɸίʆαι ʏο ʅέσο ʏɻς ȾΑ ;ɶιαʏί;Ϳ       
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ȴίʆɸʏαι οʌθοɶώʆιο ʋαʌαʄʄɻʄόɶʌαʅʅο ɷιασʏάσɸʘʆ α țαȚ α 2  . ȳʌάφοʐʅɸ ʏοʆ 
ʃύʃʄο ;ȸ,α/ϮͿ όʋοʐ ȸ ʏο ʃέʆʏʌο ʏοʐ ʋαʌαʄʄɻʄοɶʌάʅʅοʐ ʃαι ʏα ɻʅιʃύʃʄια 
ɷιαʅέʏʌʘʆ Αȴ ʃαι Ȳȳ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. ɀɸ ʏοʆ ʏʌόʋο αʐʏό ʃαʏασʃɸʐάɺοʆʏαι ɷύο 
ʅɻʆίσʃοι ;ɀͿ, ʆα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏο ɸʅβαɷόʆ ʏοʐς ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ ʏοʐ ʅήʃοʐς α. 
Υʋοʄοɶισʅοί  

Ƀ ʃάθɸ έʆας αʋό ʏοʐς ɀɻʆίσʃοʐς ʅʋοʌɸί ʆα 
ʐʋοʄοɶισθɸί αʆ αʋό έʆα ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ α 
αφαιʌέσοʐʅɸ έʆα ʃʐʃʄιʃό ʏʅήʅα ʏ, άʌα ισʖύɸι : 

2
2

απ( ) πα2(Ȃ) (Ĳ) (Ĳ)
2 8

= − = −  (1) 
Ɉο ʃʐʃʄιʃό ʏʅήʅα ʐʋοʄοɶίɺɸʏαι αʆ αʋό έʆα 

ʏɸʏαʌʏοʃύʃʄιο αʃʏίʆας α 2
2

 ;;Ϳ αφαιʌέσοʐʅɸ ʏο 

ʏʌίɶʘʆο Ⱦȷȿ, άʌα ισʖύɸι : 
2

2

α 2π( )
1 α 2 α 2 α2(Ĳ) ... (π 2)

4 2 2 2 8
= −   = =  −  (2) 

Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : 
2α

(Ȃ)
4

=  . 
Άʌα ο ʅɻʆίσʃος αʐʏός ʏɸʏʌαɶʘʆίɺɸʏαι. Ɉο ʋʌόβʄɻʅα αʐʏό ʅοιάɺɸι ʅɸ ʏα αʆʏίσʏοιʖα 
ʋʌοβʄήʅαʏα ɀɻʆίσʃʘʆ ʏοʐ Ȼʋʋοʃʌάʏοʐς ʏοʐ ɍίοʐ. Ƀ σʐɶʃɸʃʌιʅέʆος ʅɻʆίσʃος ɷɸʆ 
σʐʅʋɸʌιʄαʅβάʆɸʏαι σʏɻ σʐʄʄοɶή ʏʘʆ ʅɻʆίσʃʘʆ ʏοʐ Ȼʋʋοʃʌάʏɻ. 

Sangaku αʋό 
τηʆ ɸʋαʌχία 

της Fukusima 
χʌοʆοʄοɶɸίται 

το ϭϴϴ3  
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ɇʏο ʋαʌαʋάʆʘ  οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο έʖοʐʅɸ ɶʌάʗɸι ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο 
ʃύʃʄο ʏοʐ. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ισόʋʄɸʐʌο ʏʌίɶʘʆο ȴȵȷ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα 
ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ ʋʄɸʐʌά ȴȵ ʏοʐ ισόʋʄɸʐʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐ σʐʆαʌʏήσɸι ʏʘʆ 
ʋʄɸʐʌώʆ ʏοʐ ΑȲȳ. 
Υʋοʄοɶισʅοί   Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏο ύʗος ȵȸ, οʋόʏɸ xǻǾ

2
=  . Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ 

ȵȳ=ʃ ʃαι ȸȳ=ʄ. Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ȳȵȸ ʃαι ΑȲȳ ισʖύɸι 

όʏι : 

x 3
ΓǼ ΓǾ ǼǾ ț Ȝ 2

ǺΓ ǹΓ ǹǺ α ȕ Ȗ
= =  = =  , αʋό όʋοʐ 

ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏις ισόʏɻʏɸς : αx 3ț
2Ȗ

=  ʃαι ȕx 3Ȝ
2Ȗ

=  . 
ȸ ʋɸʌίʅɸʏʌος ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ȴȵȳ ɸίʆαι xț Ȝ x

2
+ + +  αʄʄά ʃαι ίσɻ ʅɸ 2 ΓΘ α ȕ α = + −  

;ɶιαʏί;Ϳ. 
Άʌα αx 3 ȕx 3 x 2Ȗ (α ȕ Ȗ)

x α ȕ α ... x
2Ȗ 2Ȗ 2 3Ȗ (α ȕ) 3

 + −
+ + + = + −   =

+ +
  

ɇɸ ʏʌίɶʘʆο ϯ-4-ϱ ɻ ʋʄɸʐʌά ʏοʐ ισοʋʄɸύʌοʐ ʏʌιɶώʆοʐ θα ɸίʆαι … 2 ( 3 1) −       
Sangaku στοʆ 
ʆαό Yoshifuji Mishima 

Νοʅαʌχία Ehime 
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ɇʏο ʋαʌαʋάʆʘ οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ έʖɸι ʃαʏασʃɸʐάσɸι ʏοʆ 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃʄο ʏοʐ ʃαι άʄʄοʐς ʏʌɸις ʃύʃʄοʐς όʋʘς σʏο σʖήʅα. 
Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ ʅιʃʌόʏɸʌοʐ ʃύʃʄοʐ σʐʆαʌʏήσɸι ʏʘʆ 
ʋʄɸʐʌώʆ ʏοʐ οʌθοɶʘʆίοʐ ʏʌιɶώʆοʐ.    Υʋοʄοɶισʅοί   

Αʋό ʋʌοɻɶούʅɸʆο sangaku ɶʆʘʌίɺοʐʅɸ όʏι 

1ǻǼ 2 ρ ρ=   ʃαι 
2 1

1 1 1

ρ ρ ρ
= +  , οʋόʏɸ 

αʆ ʐʋοʄοɶίσοʐʅɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ȿȴ=ʌ1 
ʅʋοʌούʅɸ ʆα ʐʋοʄοɶίσοʐʅɸ ʃαι ʏɻʆ αʃʏίʆα 
ʏοʐ ʅιʃʌόʏɸʌοʐ ʃύʃʄοʐ. 

Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα Αȿȴ ʃαι ΑɃȵ έʖοʐʅɸ :  
1 21

1 1 1

2 2

1 1 1

ȕ 2 ρ ρ ρρȁǻ ǹǻ ȕρ ρρ ȕρ 2ρ ρρ ρ
ȅǼ ǹǼ ρ ȕ ρ

ρ
(ρ ȕ)ρ 2ρ ρ ρ ρ(ȕ ρ) 0 ... ρ (1 ρ (ȕ ρ) )

ρ ȕ

−  −
=  =  − = − − 

−

− −  + − =   =  − + −
−

  
Ƀʋόʏɸ 1

2

1

ρ ρ
ρ

ρ ρ


=
+

 , όʋοʐ ȕ Ȗ αρ
2

+ −
=  . 

Ας ɸφαʌʅόσοʐʅɸ ʏοʐς ʏύʋοʐς ɶια ʏʌίɶʘʆο ϯ-4-5. 
Ɉόʏɸ θα ɸίʆαι ρ 1=  , 1

10 1ρ
3

−
=  ʃαι 

2

13ρ 2 10
2

= −    
Sangaku στοʆ ʆαό Okiku Inari 
ʆοʅαʌχία Gunma 
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα 
ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι ʃύʃʄος ;Ƀ,R) 
άʄʄοι έʇι ʃύʃʄοι οι 
ʏέσσɸʌɸις ʅɸ αʃʏίʆα ʌ ʃαι οι 
ɷύο ʅιʃʌόʏɸʌοι ʅɸ αʃʏίʆα r. 
Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις αʃʏίʆɸς 
ʌ ʃαι r σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς 
αʃʏίʆας R.   Υʋοʄοɶισʅοί     Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ɈɃ=ʖ ʏόʏɸ θα ɸίʆαι : 

x R 2ρ= −  (1) , OM ρ x ρ R ρ 3ρ R= − = − + = −  (2) 
ʃαι ȂΓ R ȅȂ ρ R 3ρ R ρ 2R 4ρ= − − = − + − = −  (3) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȴɃɀ : 

2 2 2 2 2 2ǻȂ ǻȅ ȅȂ (R ρ) (3ρ R) ... 4ρR 8ρ= − = − − − = = −   
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȴɀȳ : 

2 2 2 2 2 2 2ǻȂ ǻΓ ȂΓ 4ρ (2R 4ρ) ... 16ρR 4R 12ρ= − = − − = = − −  
Άʌα 2 2 2 R(3 5)

4ρR 8ρ 16ρR 4R 12ρ ... ρ
2

−
− = − −   =   

Ȼσʖύɸι ɸʋίσɻς όʏι 2 2 2 ρ(R ρ)Ȉȉ ǻȂ Ȉȉ ǻȂ 2rR 4ρR 8ρ r
R

−
=  =  = −  =   

Αʆʏιʃαθισʏώʆʏας ʏο ʌ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : r R( 5 2)= −        
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ɇʏο ʋαʌαʋάʆʘ σʖήʅα έʖοʐʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαι ɷύο ισόʋʄɸʐʌα ʏʌίɶʘʆα ΑȲȳ ʃαι 
ȴȵȷ. Ɉʌɸίς ίσοι ʃύʃʄοι ɸφάʋʏοʆʏαι ο έʆας ʏʘʆ ʋʄɸʐʌώʆ ʏʘʆ ɷύο ʏʌιɶώʆʘʆ ʃαι οι 
άʄʄοι ɷύο ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ʃαι ʏʘʆ ɷύο ʋʄɸʐʌώʆ ʏʘʆ ʏʌιɶώʆʘʆ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Αʆ ʏα 
ʃέʆʏʌα ʏʘʆ ʏʌιώʆ ʃύʃʄʘʆ βʌίσʃοʆʏαι σʏɻʆ ίɷια ɸʐθɸία ʋοʐ ɸίʆαι ʃαι ɷιάʅɸʏʌος ʏοʐ 
;Ƀ,R), ʆα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις αʃʏίʆɸς r ʏʘʆ ʏʌιώʆ ίσʘʆ ʃύʃʄʘʆ ʃαι ʏɻʆ ʋʄɸʐʌά α ʏʘʆ 
ισοʋʄɸύʌʘʆ ʏʌιɶώʆʘʆ ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ ʏɻς αʃʏίʆας R ʏοʐ ʅɸɶάʄοʐ ʃύʃʄοʐ. 
Υʋοʄοɶισʅοί 

Αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ Ƀɇ=ʖ ισʖύɸι όʏι ϮR=4Ƀɇ+Ϯʌ ;;Ϳ 
Άʌα R=2Oɇ+ʌ ;ϭͿ . ɇʏο οʌθοɶώʆιο ɇɈȿ ɻ ɶʘʆία ȿ ɸίʆαι 30ο ;;Ϳ οʋόʏɸ ο ρ 2ρıυȞ30 x

x 3
=  =   (2) 

Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ όʏι : R 3ρ
3 4

=
+

 (3) 
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ɃΑɈ έʖοʐʅɸ όʏι : 

ο 2ρȅǹ İφ60 x OA 3 ȅǹ 2ρ
3

=   =   =   
ɇʏο ɃΑȲ αʋό ʆόʅο ʏʘʆ σʐʆɻʅίʏοʆʘʆ έʖοʐʅɸ όʏι : 

2 2 2 ο 2 2 2

(3)
2 2

Ǻȅ ǹǺ ȅǹ 2 ǹǺ ǹȅ ıυȞ30 R α 4ρ 2αρ 3 ...

5 2 3α 3 ρ R ρ ... α R
4 3

= + −     = + − 

+
 =  + −   = 

+
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ɇʏο ʋαʌαʋάʆʘ σʖήʅα έʖοʐʅɸ ɶʌάʗɸι σʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ɷύο ʃύʃʄοʐς αʃʏίʆας r ʃαι 
ʏέσσɸʌɸις ʅιʃʌόʏɸʌοʐς αʃʏίʆας ʌ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις αʃʏίʆɸς ʌ ʃαι r σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας R. 
Υʋοʄοɶισʅοί 

ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑɃȾ ɸίʆαι : ǹȀ r ρ= +  , 
ȅȀ R ρ= −  ʃαι ǹȅ r 2ρ= − . Ƀʋόʏɸ αʋό Ʌ.Ⱥ. 

ισʖύɸι : 
2 2 2

2 2

(r ρ) (R ρ) (r 2ρ) ...
6rρ R 2ρR 4ρ (1)
+ = − + − 

 = − +
  

ȵʋίσɻς αʋό ʏο σʖήʅα έʖοʐʅɸ όʏι : 
Ǻȅ ǺΓ ȅΓ R 2r 2ρ 2r R 2ρ= −  = −  = +  (2) 
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ :  

2 2 2 2 33 5
3ρ (R 2ρ) R 2ρR 4ρ ... 2ρ 5Rρ R 0 ... ρ R

4

−
 + = − +   + − =   =    

Ƀʋόʏɸ αʋό ʏɻʆ ;ϮͿ ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ όʏι : 33 3
r R

4

−
=       
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ɇʏο ʋαʌαʋάʆʘ σʖήʅα έʖοʐʅɸ ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ ϮR, ʅέσα σɸ αʐʏόʆ έʆαʆ ʃύʃʄο 
αʃʏίʆας R/2 ʃαι σʏɻ σʐʆέʖɸια ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ⱦ,r), ʏʌɸις ʃύʃʄοʐς αʃʏίʆας ʌ ʃαι άʄʄοʐς 
ɷύο αʃʏίʆας ʖ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις αʃʏίʆɸς r,ʌ ʃαι ʖ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς 
αʃʏίʆας R. 
ɉʋοʄοɶισʅοί 

Ȼσʖύɸι όʏι : 2r R 2ρ= +  (1) 
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ɸίʆαι ȿɃ=ʌ, ɃΑ=R-ʌ ʃαι 
ȁǹ 2 rρ=  ;ɶιαʏί;Ϳ, οʋόʏɸ αʋό Ʌ.Ⱥ. 
ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏɻʆ ισόʏɻʏα : 2R 2ρR 4rρ− =  (2) 
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ ʋαίʌʆοʐʅɸ όʏι :  

R( 2 1)ρ
2

−
=   ʃαι  R 2

r
2

=  . 
ɇʏο ʏʌίɶʘʆο ȾȸɃ έʖοʐʅɸ Ⱦȸ=r-x, OH=R+x ʃαι KO=r. ȵφαʌʅόɺοʐʅɸ θɸώʌɻʅα αʅβʄɸίας ɶʘʆίας 

ʃαι έʖοʐʅɸ : 2 2 2 2 2 2ȅǾ Ȁȅ ȀǾ 2 Ȁȅ ǻȀ (R x) r (r x) 2r Ȁǻ= + +    + = + − +    (3) 
ɇʏο ʏʌίɶʘʆο ȷȾȸ ɸίʆαι : Ⱦȸ=r-x, ZH=ʌ+x ʃαι ZK=r-ʌ. ȵφαʌʅόɺοʐʅɸ θɸώʌɻʅα οʇɸίας 
ɶʘʆίας ʃαι έʖοʐʅɸ : 

2 2 2 2 2 2ǽǾ ȀǾ Ȁǽ 2 Ȁǽ Ȁǻ (ρ x) (r x) (r ρ) 2 (r ρ) Ȁǻ= + −    + = − + − −  −   (4) 
Αʋό ;ϯͿ ʃαι ;ϰͿ αʋαʄɸίφοʆʏας ʏο Ⱦȴ ʃαι αʆʏιʃαθισʏώʆʏας ʏα ʌ,r ʅɸʏά αʋό ʋʌάʇɸις 

ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏɻʆ ισόʏɻʏα R
x

6
=  . 
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Έʖοʐʅɸ Ɂ ʅʋάʄɸς ʃαι ʏις ʏοʋοθɸʏούʅɸ όʋʘς σʏο 
σʖήʅα. ɀʋοʌούʅɸ ʆα ʃάʆοʐʅɸ ʏɻʆ ʏοʋοθέʏɻσɻ 
αʐʏή ʅɸ ɷύο ʏʌόʋοʐς. ɇʏοʆ ʋʌώʏο έʖοʐʅɸ ʋάʆʘ 
ϭϵ ʅʋάʄɸς ʃαι ʃάʏʘ ʅ ʅʋάʄɸς. ɇʏοʆ ɷɸύʏɸʌο 
ʏʌόʋο σʏο ʋάʆʘ ʅέʌος έʖοʐʅɸ ϲ ʅʋάʄɸς ʃαι σʏο 
ʃάʏʘ ʆ. Ɂα βʌɸίʏɸ ʏοʐς αʌιθʅούς Ɂ,ʅ ʃαι ʆ. 

ɉʋοʄοɶισʅοί 
Ʌʌέʋɸι ʆα ɸίʆαι ɶʆʘσʏός ο ʏύʋος ʏοʐ αθʌοίσʅαʏος ʆ όʌʘʆ αʌιθʅɻʏιʃής ʋʌοόɷοʐ : 

1 Ȟ
Ȟ

α αΣ Ȟ
2

+
=   , ɶια ʋαʌάɷɸιɶʅα ισʖύɸι όʏι : 1 Ȟ

1 2 3 ... Ȟ Ȟ
2

+
+ + + + =   . 

Ʌαʌαʏɻʌɸίσʏɸ όʏι ο ʏʌόʋος ʏοʋοθέʏɻσɻς ʏʘʆ σφαιʌώʆ ɷɻʅιοʐʌɶɸί σɸιʌές ʋοʐ ʏο 
ʋʄήθος ʏʘʆ σφαιʌώʆ αʆά σɸιʌά φʏιάʖʆɸι ɷιαɷοʖιʃούς όʌοʐς αʌιθʅɻʏιʃής ʋʌοόɷοʐ 
ʅɸ ɷιαφοʌά ϭ. 
Ƀʋόʏɸ ʏɻʆ ʋʌώʏɻ φοʌά έʖοʐʅɸ : 19 ȝ

19 20 21 ... ȝ ȃ (ȝ 18) ȃ
2

+
+ + + + =   − =   (1) 

Ɉɻʆ ɷɸύʏɸʌɻ φοʌά έʖοʐʅɸ : 6 Ȟ
6 7 8 ... Ȟ ȃ (Ȟ 5) ȃ

2

+
+ + + + =   − =  (2) 

Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ όʏι : 
(ȝ 19)(ȝ 18) (Ȟ 6)(Ȟ 5) ...(ȝ Ȟ)(ȝ Ȟ 1) 312+ − = + −  − + + =   
Άʌα οι φʐσιʃοί ʅ-ʆ ʃαι ʅ+ʆ+ϭ ʋʌέʋɸι ʆα ɸίʆαι ɷιαιʌέʏɸς ʏοʐ ϯϭϮ. 
Ƀʋόʏɸ ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏα ʋιθαʆά ɺɸύɶɻ :  

ȝ Ȟ 1 ȝ Ȟ 2 ȝ Ȟ 3 ȝ Ȟ 4
, , ,

ȝ Ȟ 1 312 ȝ Ȟ 1 156 ȝ Ȟ 1 104 ȝ Ȟ 1 78
− = − = − = − =

+ + = + + = + + = + + =
  

ȝ Ȟ 6 ȝ Ȟ 8 ȝ Ȟ 12 ȝ Ȟ 13
, , ,

ȝ Ȟ 1 52 ȝ Ȟ 1 39 ȝ Ȟ 1 26 ȝ Ȟ 1 24
− = − = − = − =

+ + = + + = + + = + + =
 

ȵʋɸιɷή οι ʅ,ʆ ɸίʆαι φʐσιʃοί ʃαι ʋʌέʋɸι ʅ>ϭϵ ʃαθώς ʃαι ʆ>ϲ ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏα ɸʇής 
ʋιθαʆά ɺɸύɶɻ αʌιθʅώʆ :  
(ȝ, Ȟ,ȃ) (156,155,12075)=  ή (ȝ, Ȟ,ȃ) (53,50,1260)= ή (ȝ, Ȟ,ȃ) (23,15,105)=    
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Πʌόβʄηʅα 63ο  

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαι 
ʏʐʖαία ʖοʌɷή ʏοʐ ΑȲ. ȳʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο ;Ⱦ,ʌ1Ϳ ʋοʐ 
ɸφάʋʏɸʏαι ʏοʐ ;Ƀ,R) ʃαι ʏɻς ΑȲ σʏο ʅέσο ʏɻς ɀ. 
ɇɸ ʏʐʖαίο σɻʅɸίο ɇ ;ɸʃʏός ʏοʐ ɀͿ ɶʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο 
;ȿ,ʌ1Ϳ , όʋʘς σʏο σʖήʅα . ɇʏɻ σʐʆέʖɸια ɶʌάφοʐʅɸ 
ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ;Ɂ,ʌ2Ϳ ʃαι ;Ɉ,ʌ3Ϳ ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι ʏɻς 
ΑȲ ʏοʐ ;ȿ,ʌ1Ϳ ʃαι ʏοʐ ;Ƀ,R). 
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ισʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα : 

1 2 3R ρ ρ ρ= + +   
Αʋόɷɸιʇη   

Ⱥɸʘʌούʅɸ σύσʏɻʅα σʐʆʏɸʏαɶʅέʆʘʆ ʅɸ αʌʖή ʏο ɀ 
οʌιɺόʆʏιο άʇοʆα ʏɻʆ ΑȲ ʃαι θέʏοʐʅɸ Ƀ;Ϭ,ϭͿ. Ƀʋόʏɸ θα 
ɸίʆαι Ɉ;β,ϬͿ, ɇ;α,ϬͿ, Ɂ;β,ʌͿ ʃαθώς ʃαι ȿ;α,ʌ1). 
Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς :  

1R 1 2ρ= +  (1) 
(1)

2 2

2 2

1

ON R ρ ... ȕ 1 R 2ρ(R 1)
ȕ 1 R 4ρρ (2)

= −   + = − − 

+ = −
  

2

1 1AB 2 ρρ (α ȕ) 4ρρ (3)=  − =   
Αʋό ;ϮͿ ʃαι ;ϯͿ ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏɻʆ ɸʇίσʘσɻ : 

2 22 2 ț 2R 2 α
2 2 2 α 2R 2 α α ț

(α ȕ) ȕ 1 R ... ȕ ȕ
2 2 2

= − −− − 
− + + =   =   =   

Αʋό ;ϯͿ έʖοʐʅɸ : 
2

2

1 1

α ț
(α )

(α ț)2ρ
4ρ 16ρ


− 

= =  , οι ɷύο ʏιʅές ʏοʐ ʌ ɸίʆαι οι αʃʏίʆɸς 

ʌ2 ʃαι ʌ3 . Ƀʋόʏɸ 
2 2 2

1 2 3 1 1

1 1 1

(α ț) (α ț) α țρ ρ ρ ρ ρ
16ρ 16ρ 8ρ
+ − +

+ + = + + = + =   
2 2 2 2 (1) (1)

1 1 1 1

1 1 1

α 2R 2 α R 1 (R 1)(R 1) R 1ρ ρ ρ ρ R
8ρ 4ρ 4ρ 2

+ − − − − + +
+ = + = + = + =   
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Πʌόβʄηʅα 64ο  

ȴύο ʃαʆοʆιʃά ʋɸʆʏάɶʘʆα ɸίʆαι ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆα σɸ 
ʃύʃʄο ;Ƀ,R), όʋʘς σʏο σʖήʅα. ȴύο άʄʄοι ʃύʃʄοι 
ɸɶɶʌάφοʆʏαι ο έʆας ʅɸʏαʇύ ɷύο ʋʄɸʐʌώʆ ʏʘʆ 
ʋɸʆʏαɶώʆʘʆ ʃαι ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ;Ƀ,RͿ ʃαι ο άʄʄος 
ʅɸʏαʇύ ɷύο ʋʄɸʐʌώʆ ʏʘʆ ʋɸʆʏαɶώʆʘʆ ʃαι ʏοʐ 
ʏʅήʅαʏος ȷȵ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʅɸʏαʇύ ʏʘʆ 
αʃʏίʆʘʆ r,ʌ ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ ;Ɂ,ʌͿ ʃαι ;Ƀ,r) ισʖύɸι ɻ 
σʖέσɻ : ʌ=Ϯr.  
Αʋόɷɸιʇη   

Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏɻʆ ɸφαʋʏοʅέʆɻ σʏοʆ ʃύʃʄο, 
όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȾȲɇ ʃαι ȷΑȵ 
ɸίʆαι όʅοια ;ɸίʆαι ισοσʃɸʄή ʅɸ ʏɻʆ ɶʘʆία ʏɻς 
ʃοʌʐφής 144ο ). Ⱥα αʋοɷɸίʇοʐʅɸ όʏι ο ʄόɶος 
οʅοιόʏɻʏας ʏʘʆ ɷύο ʏʌιɶώʆʘʆ ɸίʆαι Ϯ, οʋόʏɸ 
θα ɸίʆαι ʃαι ʌ=Ϯr. 
ɉʋοʄοɶίɺοʆʏας ɶʘʆίɸς ;ɷɸς σʏο σʖήʅαͿ 
αʋοɷɸιʃʆύοʐʅɸ όʏι ȸɀ=ɀɇ ʃαι άʌα ʃαι ίσɻ 
ʅɸ ɀȾ, οʋόʏɸ ʏο ʏʌίɶʘʆο Ⱦȸɇ ɸίʆαι 
οʌθοɶώʆιο. Άʌα ʏο ȾɀȸȲ ɸɶɶʌάʗιʅο ʅɸ 

ɷιάʅɸʏʌο ȾȲ. ȵʋɸιɷή Ⱥȸ=ȺȲ θα ɸίʆαι ʃαι ȺȲ=ȺȾ, άʌα ʏο Ⱥ ʅέσο ʏοʐ ȾȲ. Ƀʋόʏɸ ʏο 
ȾȲɇ έʖɸι ʏις ίσɸς ʏοʐ ʋʄɸʐʌές ɷιʋʄάσιɸς αʋό ʏις αʆʏίσʏοιʖɸς ʏοʐ ȷΑȵ, άʌα ο ʄόɶος 
οʅοιόʏɻʏας ʏʘʆ ʏʌιɶώʆʘʆ ȾȲɇ ʃαι ȷΑȵ ɸίʆαι Ϯ ʃαι ʌ=Ϯr.        
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Πʌόβʄηʅα 65ο  

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ɻʅιʃύʃʄιο 
αʃʏίʆας R ʃαι ʅέσα σɸ αʐʏό έʖοʐʅɸ 
ɸɶɶʌάʗɸι ɸʋʏά ʃύʃʄοʐς, όʋʘς σʏο 
σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις αʃʏίʆɸς 
ʏʘʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆʘʆ ʃύʃʄʘʆ 
σʐʆαʌʏήσɸι ʏοʐ R. 
ɉʋοʄοɶισʅοί   

Ʌʌοφαʆώς ο ʃύʃʄος ;ȴ,ȴȳͿ έʖɸι αʃʏίʆα R

2
  

ɇʏο ʏʌίɶʘʆο Ȼȳȵ ɸίʆαι Ȼȳ=ʌ, ȳȵ=R-ʌ ʃαι 
RǿǼ 2 ρ 2ρR
2

= =  ;ɶιαʏί;Ϳ 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. έʖοʐʅɸ : 

2 2 2 R
(R ρ) ρ ( 2ρR) ... ρ

4
− = +   =   άʌα οι 

ʃύʃʄοι ʅɸ ʃέʆʏʌα ʏα σɻʅɸία ȷ ʃαι ȵ έʖοʐʆ αʃʏίʆɸς R

4
 . 

ɇύʅφʘʆα ʅɸ ʋʌοɻɶούʅɸʆο sangaku (ɁοϭͿ, αʆάʅɸσα σʏις αʃʏίʆɸς ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ ʅɸ 

ʃέʆʏʌα ȴ,ȸ ʃαι ȵ θα ισʖύɸι ɻ σʖέσɻ : 3

3

1 1 1 R
... ρ

ρ R R 6 4 2
2 4

= +   =
+

   
ȳια ʏοʆ ʅιʃʌόʏɸʌο αʋό ʏοʐς ʃύʃʄοʐς αʋό Ʌ.Ⱥ. 
έʖοʐʅɸ : 

2 2 2

4 4 4 4

R 2R
(R ρ ) ρ ( Rρ ) ... ρ

92
− = + +   =      
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι ʃαʆοʆιʃό 
ʋɸʆʏάɶʘʆο ΑȲȳȴȵ ʋʄɸʐʌάς α. Έʇι ίσα 
οʌθοɶώʆια ʏʌίɶʘʆα ʏο ʋɸʌιβάʄʄοʐʆ όʋʘς 
σʏο σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ 
ʐʋοʏɸίʆοʐσα ʏʘʆ οʌθοɶʘʆίʘʆ ʘς 
σʐʆάʌʏɻσɻ ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α. 
;ɷίʆɸʏαι όʏι ο 1 5ıυȞ36

2

+
=  ) 

ɉʋοʄοɶισʅοί  
Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς : ο

ο
ȥ ȥıυȞ36 Ȥ
Ȥ ıυȞ36

=  =  (1),  ο
ο

υ υȘȝ36 ȥ
ȥ Șȝ36

=  =  (2) 
ο ουȘȝ72 υ į Șȝ72

į
=  =   (3), ο ο

į
2ıυȞ36 į 2α ıυȞ36
α

=  =   (4) 
Αʋό ;ϭͿ,;ϮͿ,;ϯͿ,;ϰͿ έʖοʐʅɸ : 

ο ο ο(2) (3) (4)
ο

ο ο ο ο ο ο
ȥ υ į Șȝ72 2α ıυȞ36 Șȝ72Ȥ 4α ıυȞ36

ıυȞ36 Șȝ36 ıυȞ36 Șȝ36 ıυȞ36 Șȝ36 ıυȞ36
  

= = = = = 
  

  
Άʌα 1 5Ȥ 4α 2α (1 5)

2

+
=  =  +  .   
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ɇɸ ʃύʃʄο ;Α,R) έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι ɷύο ʃύʃʄοʐς ʅɸ αʃʏίʆα R/2 
ώσʏɸ ʆα ɸφάʋʏοʆʏαι ʏοʐ αʌʖιʃού ʃύʃʄοʐ αʄʄά ʃαι ʅɸʏαʇύ 
ʏοʐς ʃαι αʃόʅα άʄʄοʐς ʏέσσɸʌɸις ʃύʃʄοʐς αʃʏίʆας ʌ, όʋʘς 
σʏο σʖήʅα. Ɂα βʌɸίʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʌ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας R.  
ɉʋοʄοɶισʅοί     

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ɇΑȸ, ;ɇ ʃέʆʏʌο ʃύʃʄοʐ αʃʏίʆας R/2) 
έʖοʐʅɸ :  

2 2 2

2 2
2 2 2

2

R R
( ρ) ( ) (R ρ)

2 2

R Rρ Rρ R ρ 2Rρ
4 4

R
3Rρ R ρ

3

+ = + − 

+ + = + + − 

=  =
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Πʌόβʄηʅα 68ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς 
α ʏο ισοσʃɸʄές ʏʌίɶʘʆο ΑȷȲ ʃαι ɷύο ʃύʃʄοι όʋʘς σʏο 
σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις αʃʏίʆɸς ʏοʐς σʐʆαʌʏήσɸι 
ʏɻς ʋʄɸʐʌάς ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ α.  
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Ƀ ʐʋοʄοɶισʅός ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ʋοʐ ɸίʆαι ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆος 
σʏο ʏʌίɶʘʆο Αȳȷ θα ɶίʆɸι ʅɸ ʃʄασιʃή ɶɸʘʅɸʏʌία. 

Ȼσʖύɸι όʏι : 

α α α 5α α α2 2 2(ǹΓǽ) Ĳ ρ ρ ... ρ
2 2 3 5

 + +
=   =    =

+
  

Ƀ ʐʋοʄοɶισʅός ʏɻς αʃʏίʆας ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ σʏο ʏʌίɶʘʆο ΑȸȲ ʃύʃʄοʐ θα ɶίʆɸι 
θɸʘʌώʆʏας οʌθοʃαʆοʆιʃό σύσʏɻʅα αʇόʆʘʆ ʅɸ Α;Ϭ,ϬͿ, Ȳ;α,ϬͿ ʃαι ȳ;Ϭ,-αͿ. Ƀʋόʏɸ ɻ 
ɸʐθɸία Αȴ έʖɸι ɸʇίσʘσɻ ʗ=-ʖ ʃαι ɻ Ȳȷ έʖɸι ɸʇίσʘσɻ ʗ=Ϯʖ-Ϯα ;ɶιαʏί;Ϳ ɸʆώ ʏο σɻʅɸίο Ⱦ 
θɸʘʌούʅɸ όʏι έʖɸι σʐʆʏɸʏαɶʅέʆɸς ;ʖ,ʌͿ ʅɸ ʖ>Ϭ ʃαι ʌ<Ϭ. 
Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς : 

Ȥ ρ
d(K,Aǻ) ρ ρ Ȥ ρ( 2 1)

2

+
= −  = −  = − −  (1) 

ρ 2Ȥ 2α
d(ț,Ǻǽ) ρ ρ ρ 2Ȥ 2α ρ 5

5

− +
= −  = −  − + = −   (2) 

Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : 2αρ
5 2 2 1

− =
+ −

 , οʋόʏɸ ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ ɷɸύʏɸʌοʐ 

ʃύʃʄοʐ ɸίʆαι 2α
R ρ

5 2 2 1
= − =

+ −
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ȴίʆɸʏαι ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ σʏο οʋοίο ɶʌάφοʐʅɸ ʏα 
ʏɸʏαʌʏοʃύʃʄια ;Α,ΑȲͿ ʃαι ;Ȳ,ȲΑͿ . ɇʏο ʃοιʆό ʏοʐς ʅέʌος 
ɸɶɶʌάφοʐʅɸ ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς ʖ ʃαι ʃύʃʄο αʃʏίʆας ʌ, 
;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ. 
Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ ʋʄɸʐʌά ʖ ʃαι ʏɻʆ αʃʏίʆα ʌ 
σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ αʌʖιʃού ʏɸʏʌαɶώʆοʐ.  
ɉʋοʄοɶισʅοί   

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ʏʌίɶʘʆο Αɀȿ έʖοʐʅɸ :  
2

2 2 2 2 2 2

2 2

(α Ȥ)α Ȥ 4α 4Ȥ α Ȥ 2αȤ
4

3α
5Ȥ 2αȤ 3α 0 ... Ȥ

5

+
= +  = + + + 

+ − =   =
     

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ΑɃɇ έʖοʐʅɸ : 
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

α
(α ρ) (Ȥ ρ) ( )

2

4α 4ρ 8αρ 4Ȥ 4ρ 8Ȥρ α
3α 3α

3α 8αρ 4( ) 8 ρ
5 5

75α 200αρ 36α 120αρ
39α

320αρ 39α ρ
320

− = + + 

+ − = + + + 

− = + 

− = + 

=  =
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό οʌθοɶώʆιο ʋαʌαʄʄɻʄόɶʌαʅʅο 
ΑȲȳȴ έʖοʐʅɸ ɶʌάʗɸι ʋέʆʏɸ ʃύʃʄοʐς όʋʘς 
σʏο σʖήʅα. Ƀι ɷύο ʅɸɶαʄύʏɸʌοι έʖοʐʆ 
αʃʏίʆα ʌ, οι αʅέσʘς ɷύο ʅιʃʌόʏɸʌοι αʃʏίʆα 
ʖ ʃαι ο ʋέʅʋʏος αʃʏίʆα ʗ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ 
όʏι ισʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα ǹǻ 5 ǹǺ=    
Αʋόɷɸιʇη   

Ȼσʖύοʐʆ οι ισόʏɻʏɸς : 
ǹǺ 2ρ 4Ȥ 2ȥ= = +  (1) 
ǹǻ 4ρ 2ȥ 2ρ 4 ρȤ= + = +  (2) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȾɃɀ ɸίʆαι :  

2 2 2(ρ Ȥ) (Ȥ ȥ) (ρ ȥ)+ = + + +  (3)  
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϯͿ αʋαʄɸίφοʆʏας ʏο ʌ έʖοʐʅɸ όʏι : 

Ȥ( 5 1)ȥ
2

−
=  (4) 

Αʋό ;ϮͿ ʃαι ;ϰͿ έʖοʐʅɸ όʏι : 2ρȤ ( 5 1)
4

= −   
Ƀʋόʏɸ :  2ρǹǻ 2ρ 4 ρȤ 2ρ 4 ρ ( 5 1) 2ρ 2ρ( 5 1) 2ρ 5 ǹǺ 5

4
= + = +   − = + − = =           
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι ɻʅιʃύʃʄιο 
;ɀ,R), ο ʃύʃʄος ;Ƀ,R/2) ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι σʏɻ 
ɷιάʅɸʏʌο ΑȲ ʃαι σʏο ɻʅιʃύʃʄιο. Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏις 
ɸφαʋʏόʅɸʆɸς ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ;Ƀ,R/2) ʋοʐ άɶοʆʏαι 
αʋό ʏα άʃʌα Α ʃαι Ȳ ʏɻς ɷιαʅέʏʌοʐ ʋοʐ 
ʏέʅʆοʆʏαι σʏο ȵ. Ɉέʄος φέʌʆοʐʅɸ ʃαι ʏɻʆ 
ɸφαʋʏόʅɸʆɻ ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ σʏο ʅέσο Ⱦ ʏοʐ 
ʏόʇοʐ ΑȲ ʋοʐ ʏέʅʆɸι ʏις ʋʌοɻɶούʅɸʆɸς 
ɸφαʋʏόʅɸʆɸς σʏα σɻʅɸία ȳ ʃαι ȴ. ȵɶɶʌάφοʐʅɸ 
ʃύʃʄο ;ȿ,ʌͿ σʏο ʏʌίɶʘʆο ȵȳȴ. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ 
ʏɻʆ αʃʏίʆα ʌ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας R. 

ɉʋοʄοɶισʅοί 
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȳȵ=ʘ, ȳȾ=ȳȸ=ʗ ʃαι ȵȾ=ʖ. 
ɇʏο ʏʌαʋέɺιο ȳȾɀΑ ισʖύɸι ȳȾ+Αɀ=ȳΑ , οʋόʏɸ 
ɸίʆαι ɸύʃοʄο ;;Ϳ ʆα ɷɸίʇοʐʅɸ όʏι ʏο ʏʌίɶʘʆο ȳɃΑ 
ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο. Αʆ Ƀȸ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ȳΑ, ʏα 
ʏʌίɶʘʆα ȳȸɃ ʃαι ȸɃΑ ɸίʆαι όʅοια οʋόʏɸ : 

R
Ǿȅ ΓǾ ȥ R2 ȥ (1)

RǹǾ Ǿȅ R 4
2

=  =  =   
Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȳȵȾ ʃαι ȵΑɀ ɸίʆαι όʅοια άʌα : 

(1)ǼȀ ΓȀ Ȥ ȥ R
... Ȥ

ǼȂ ǹȂ Ȥ R R 3
=  =   =

+
 (2) 

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȳȵȾ έʖοʐʅɸ : 
(1),(2)

2 2 2 5RȦ Ȥ ȥ ... Ȧ
12

= +   =  (3) 
ɇʏο ȳȵȴ έʖοʐʅɸ 

21 R
(ΓǼǻ) 2ȥ Ȥ ȥ Ȥ

2 12
=   =  =  ʃαι 5R R 8R 4RĲ 2Ȧ 2ȥ

6 2 6 3
= + = + = = . 

Άʌα 
2R 4R R

(ΓǼǻ) Ĳ ρ ρ ... ρ
12 3 16

=   =    =     
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ȴίʆɸʏαι ʃύʃʄος ;Ƀ,R) ʃαι ʏʐʖαία ʖοʌɷή ΑȲ. 
Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏɻ ɷιάʅɸʏʌο ȳȴ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ΑȲ ʃαι 
ʃαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ;ȿ,ʖͿ ʃαι ;Ⱦ,ʗͿ, όʋʘς 
σʏο σʖήʅα. ȳʌάφοʐʅɸ ɷύο ʃύʃʄοʐς ;ɀ,ʌͿ ʃαι ;Ɂ,ʌͿ 
ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι ʏɻς ΑȲ ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ;Ƀ,R) ʃαι ʏοʐ 
ʃύʃʄοʐ ;ȿ,ʖͿ. Ɉέʄος ɶʌάφοʐʅɸ ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ;ɇ,r) ʃαι 
;Ɉ,r) ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι ʏɻς ʖοʌɷής ΑȲ ʏοʐ ʃύʃʄοʐ 
;Ƀ,R) ʃαι ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ;Ⱦ,ʗͿ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι r=ʌ.  
Αʋόɷɸιʇη    

ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ȸɀɃ ɸίʆαι ǾȂ 2 Ȥρ=  
;ɶιαʏί;Ϳ , ȅȂ R ρ= −  ʃαι ȅǾ R 2Ȥ ρ= − + .  
Αʋό Ʌ.Ⱥ έʖοʐʅɸ :  

2 2(R ρ) 4xρ (R 2x ρ) ...
x (R x)ρ

R

− = + − + 
 −

=
  

ɇʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ɃɇȺ ɸίʆαι ΘΣ 2 ȥr=  (ɶιαʏί;Ϳ 
ȅΣ R r= −  ʃαι ȅΘ R 2x r= − −  . 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. έʖοʐʅɸ :  

2 2(R r) 4rȥ (R 2x r) ...
x (R x)

r
x ȥ

− = + − − 
 −

=
+

  
ȵʋɸιɷή ʖ+ʗ=R έʖοʐʅɸ όʏι : ʌ=r.     
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαι έʆα 

ʅιʃʌόʏɸʌο R
(ȅ, )

9
 . ȳʌάφοʐʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ⱦ,ʌͿ ο 

οʋοίος ɸφάʋʏɸʏαι ʏɻς ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ ʃαι ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ 

;Ƀ,R) ʃαι R
(ȅ, )

9
. Όʅοια ɶʌάφοʐʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο ;ȿ,ʌͿ 

ʃαι ʏοʐς σʐʅʅɸʏʌιʃούς ʏʘʆ ʋʌοɻɶούʅɸʆʘʆ ʘς ʋʌος 
ʏɻʆ ɷιάʅɸʏʌο ΑȲ. ȳʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο ;ɀ,r) ʋοʐ 
ɸφάʋʏɸʏαι ɸσʘʏɸʌιʃά σʏο ʃοιʆό ʅέʌος ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ 
;Ⱦ,ʌͿ ʃαι ;ȿ,ʌͿ, όʅοια ʅɸ αʐʏόʆ ʐʋάʌʖɸι ʃαι άʄʄος 
έʆας ʃύʃʄος σʐʅʅɸʏʌιʃά ʘς ʋʌος ʏɻʆ ɷιάʅɸʏʌο ΑȲ. 
Ɉέʄος ɶʌάφοʐʅɸ ʃαι ʏοʆ ʃύʃʄο ;Ɂ,σͿ ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι 

ʏʘʆ ;Ⱦ,ʌͿ,;ȿ,ʌͿ ʃαι ʏοʐ ;Ƀ,R) ʃαι ʏοʆ σʐʅʅɸʏʌιʃό ʏοʐ ʘς ʋʌος ʏɻʆ ɷιάʅɸʏʌο ΑȲ.  Ɂα 

αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι : Rı r
9

= =  . 
Αʋόɷɸιʇη  
Ȼσʖύɸι όʏι :  RȀȅ ρ R ρ

9
= + = − , άʌα 4Rρ

9
=  . 

ɇʏο οʌθοɶώʆιο ȾɀɃ αʋό Ʌ.Ⱥ. έʖοʐʅɸ : 
2 2 2

2 2 2

Ȁȅ ȀȂ Ȃȅ
4R R 4R 4R

( ) ( r) ( )
9 9 9 9

R
... r

9

= + 

+ = − + 

 =

   
ɇʏο οʌθοɶώʆιο ȾɀɁ αʋό Ʌ.Ⱥ. έʖοʐʅɸ :  

2 2 2 2 2 24R 4R R 4R RȀȃ ȀȂ Ȃȃ ( ı) ( ) (R ı) ... ı
9 9 9 9 9

= +  + = − + − −   =   
Άʌα Rı r

9
= = .    
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ 
ɸɶɶʌάʗɸι οʃʏώ ʃύʃʄοʐς αʃʏίʆας ʌ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. 
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ϯʌ=R , όʋοʐ R ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȲȳ.  
Αʋόɷɸιʇη   
Ɉα ʏʌίɶʘʆα Ȳȷȴ ʃαι ΑȲȳ ɸίʆαι όʅοια άʌα :  
Ǻǽ ρ Ȗ 6ρ ρ
Ǻǹ R Ȗ R

−
=  =  (1) 

Όʅοια αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ȳȵȸ ʃαι ΑȲȳ έʖοʐʅɸ : 
ΓǾ ρ ȕ 8ρ ρ
Γǹ R ȕ R

−
=  =  (2) 

Αʋό ;ϭͿ,;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : ϯβ=ϰɶ οʋόʏɸ αʆ 

οʆοʅάσοʐʅɸ ȕ Ȗ Ȝ
4 3
= =  σɸ σʐʆɷʐασʅό ʅɸ Ʌ.Ⱥ. σʏο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ όʏι : 

ȕ 4Ȝ, Ȗ 3Ȝ , α 5Ȝ= = =  (3). 
ȵʋɸιɷή 2ȕ Ȗ α ȕ Ȗ

(ǹǺΓ) Ĳ R R 12Ȝ 12ȜR R Ȝ
2 2

 + +
=   =   =  =   

Ƀʋόʏɸ αʋό ʏɻʆ ;ϭͿ έʖοʐʅɸ : 3Ȝ 6ρ ρ Ȝ R
9ρ 3Ȝ ρ ρ

3Ȝ Ȝ 3 3
−

=  =  =  =  .   
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι ɷύο 
ίσοι ʃύʃʄοι αʃʏίʆας ʌ ʃαι ʏʌία οʌθοɶώʆια 
ʋαʌαʄʄɻʄόɶʌαʅʅα ɷιασʏάσɸʘʆ αɍβ.                               
Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις ɷιασʏάσɸις α ʃαι β 
σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας ʌ. 
ɉʋοʄοɶισʅοί 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ʏʌίɶʘʆο ɃΑȲ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2αρ (ρ 2ȕ) (ρ )
2

= − + −  (1) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ʏʌίɶʘʆο Ƀȳȴ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2ρ (ρ ȕ) (ρ α)= − + −  (2) 
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏɻʆ ισόʏɻʏα : 

3α α
(2ρ 3ȕ)( ȕ) (2ρ )( )

2 2
− − = − −  ɻ οʋοία ɷίʆɸι ʘς ʋʌοφαʆή 

ʄύσɻ ʏɻʆ αȕ
2

=  ɶια ʏɻʆ ʏιʅή αʐʏή ɻ ;ϭͿ ɷίʆɸι ʏɸʄιʃά όʏι : 

ρȕ
5

=  , οʋόʏɸ 2ρα
5

=  .  
ɉʋάʌʖɸι ʏο ο ίɷιο ʋʌόβʄɻʅα ʅɸ ɷύο ɸʄʄɸίʗɸις ʃαι ʏʌία 
ʏɸʏʌάɶʘʆα. 
ȸ ʄύσɻ ʅʋοʌɸί ʆα ɶίʆɸι αʆ φαʆʏασʏούʅɸ ʏοʐς 
ʋʌοɻɶούʅɸʆοʐς ʃύʃʄοʐς ʆα ʅɸʏασʖɻʅαʏίɺοʆʏαι σɸ 
ɸʄʄɸίʗɸις ʃαι σʐɶʖʌόʆʘς ʏα οʌθοɶώʆια σɸ ʏɸʏʌάɶʘʆα. 
Ƀʋόʏɸ  ɻ έʄʄɸιʗɻ θα έʖɸι ʅɸɶάʄο άʇοʆα ɷιʋʄάσιο αʋό 
ʏο ʅιʃʌό ʃαι ɻ ʋʄɸʐʌά ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ θα ɸίʆαι ίσɻ ʅɸ 
ʏο ϭ/ϱ ʏοʐ ʅιʃʌού άʇοʆα ;ɶιαʏί;Ϳ.     
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ έʖοʐʅɸ ɶʌάʗɸι ɻʅιʃύʃʄιο 
ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ. Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏɻʆ ɸφαʋʏοʅέʆɻ ȳȸ αʋό ʏο ȳ ʃαι 
ʃαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃʄο ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ 
ȴȸȳ. Αʆ ɻ ʃοιʆή ɸφαʋʏοʅέʆɻ ɇɈ ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ ʃαι ʏοʐ 
ʃύʃʄοʐ ;Ⱦ,ʌͿ ʏέʅʆɸι ʏɻʆ ȳȸ σʏο σɻʅɸίο Ʌ ʃαι ;Ɇ,rͿ ο 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆος ʃύʃʄος ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ȳɅɈ, ʆα αʋοɷɸίʇɸʏɸ 

όʏι 3ρ r
2

=   
Αʋόɷɸιʇη  
ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι ɷύο 
ɸίɷɻ ɶʘʆιώʆ ;ʋʌάσιʆɻ ʃαι ʃόʃʃιʆɻͿ 
αʋοʏέʄɸσʅα όʄʘʆ αʐʏώʆ ʏʘʆ ɺɸʐɶαʌιώʆ 
ίσʘʆ ɶʘʆιώʆ ɸίʆαι όʏι ɻ ɶʘʆία ȵɃȷ ɸίʆαι 
οʌθή ʃαι άʅɸσο σʐʅʋέʌασʅα ɸίʆαι όʏι ʏο 
ȵɅȷɃ ɸίʆαι ʏɸʏʌάɶʘʆο.  
Αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ ʏɻʆ ʋʄɸʐʌά ΑȲ=Ϯα θα 
έʖοʐʅɸ όʏι ȵɃ=ȵɅ=Ʌȷ=ȷɃ=α ʃαι ɸʋɸιɷή 
ȳȵ=ȳȲ ʏɸʄιʃά θα ɸίʆαι ʃαι Ʌȳ=α. 
ɇʐɶʖʌόʆʘς ɸίʆαι ɸύʃοʄο ʆα ɷɸίʇοʐʅɸ όʏι ʏο ȸɃȳ ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο ;ɶιαʏί;Ϳ οʋόʏɸ θα 

ισʖύɸι : 2 2 2 αǼȅ ǾǼ ǼΓ α ǾǼ ΓǺ α ǾǼ 2α ǾǼ
2

=   =   =   =  . 
Άʌα ʏο ȴȸȳ έʖɸι ʋʄɸʐʌές : 3α 5αǻΓ 2α, ǻǾ , ΓǾ

2 2
= = =  . ;ɶιαʏί;Ϳ 

Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȴȸȳ ʃαι ɅȳɈ ɸίʆαι όʅοια ʅɸ ʄόɶο οʅοιόʏɻʏας : 

3α
ǻǾ 32Ȝ
ȆΓ α 2

= = =   
Άʌα ρ 3 3ρ r

r 2 2
=  =        
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ȴιʋʄώʆοʐʅɸ ʅία ʄʘʌίɷα ʖαʌʏί ʋʄάʏοʐς α, σαʆ 
ʆα ɷέʆοʐʅɸ έʆα ʃόʅʋο. To ʏɸʆʏώʆοʐʅɸ ʅɸ 
ʋʌοσοʖή φʌοʆʏίɺοʆʏας ʆα ʅɻ ʃοʋɸί ʏο ʖαʌʏί. 
Ⱥα ʋαʌαʏɻʌήσοʐʅɸ όʏι σʖɻʅαʏίɺɸʏαι έʆα 
ʃαʆοʆιʃό ʋɸʆʏάɶʘʆο!                                                 
Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ ʋʄɸʐʌά ʏοʐ ʋɸʆʏαɶώʆοʐ ʋ 
σʐʆαʌʏήσɸι ʏοʐ ʋʄάʏοʐς α. 
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Ɍέʌʆοʐʅɸ ȴɁ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ΑȲ ʃαι Ȳɀ 
ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ȵȳ ʃαι ȲɈ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ȴȸ. 
Ɉα ʏʌίɶʘʆα ɀȳȲ ʃαι ȳȾȲ ɸίʆαι ίσα 
;ɶιαʏί;Ϳ. Ɉα ʏʌίɶʘʆα ȴɁȲ ʃαι ɀȳȲ ɸίʆαι 
όʅοια ;ɶιαʏί;Ϳ άʌα θα ισʖύɸι όʏι : 

2 2

ǻǺ ǺΓ ǼΓ π π 2Ĳ π
π πȃǺ ȂΓ Ĳ Ĳ
2 2

π
2πĲ 4Ĳ π ... Ĳ

1 5

+
=  =  = 

+ =   =
+

  
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ɀɈȳ έʖοʐʅɸ : 

2(1)
2 2 2 2 2

2

π α (1 5)π α Ĳ π α ... π
(1 5) 5 2 5

 +
= +  = +   =

+ +
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Πʌόβʄηʅα 78ο  

ȴίʆɸʏαι ʃύʃʄος ;Ƀο,1000Ϳ ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι ɸʐθɸίας ;ɸͿ σɸ 
σɻʅɸίο Α. ȳʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο ;Ƀ1,Ϭ.ϬϬϭͿ ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι ʏοʐ 
;Ƀο,ϭϬϬϬͿ ʃαι ʏɻς ɸʐθɸίας ;ɸͿ. ɀɸʏά ɶʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο 
;Ƀ2,ʌ2Ϳ ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι ʏʘʆ ɷύο ʋʌοɻɶούʅɸʆʘʆ ʃαι ʏɻς 
ɸʐθɸίας. ɇʏɻ σʐʆέʖɸια ɶʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο ;Ƀ3,ʌ3Ϳ ʋοʐ  
ɸφάʋʏɸʏαι ʏοʐ Ƀ2 ʏοʐ Ƀ0 ʃαι ʏɻς ;ɸͿ ʃ.ο.ʃ  ɀɸ ʏɻʆ 
ɷιαɷιʃασία αʐʏή οι ʆέοι ʃύʃʄοι οʄοέʆα ʃαι ʋɸʌισσόʏɸʌο 
θα έʖοʐʆ ʅɸɶαʄύʏɸʌɻ αʃʏίʆα. Ɂα βʌɸίʏɸ ʅέʖʌι ʋόσο 
ʅʋοʌɸί ʆα σʐʆɸʖισʏɸί ɻ ɷιαɷιʃασία αʐʏή. 
ɉʋοʄοɶισʅοί 
ȳʆʘʌίɺοʐʅɸ όʏι ;ʋʌόβʄɻʅα ϭο)  ɶια ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ;Ƀϭ,ʌϭͿ, 
;ɃϮ,ʌϮͿ ʃαι ;Ƀϯ,ʌϯͿ ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι αʆά ɷύο όʋʘς ʃαι ʅιας 

ɸʐθɸίας ;ɸͿ ισʖύɸι ɻ σʖέσɻ :  
3 1 2

1 1 1

ρ ρ ρ
= +    

Ƀʋόʏɸ ɸφαʌʅόɺοʆʏας ɷιαɷοʖιʃά ʏɻʆ σʖέσɻ αʐʏή ɶια ʏοʐς ʃύʃʄοʐς ʏοʐ ʋʌοβʄήʅαʏος 
ʋοʐ αʆʏιʅɸʏʘʋίɺοʐʅɸ έʖοʐʅɸ :  

2 1 0

1 1 1

ρ ρ ρ
= −  ,     

3 2 0 1 ο

1 1 1 1 2

ρ ρ ρ ρ ρ
= − = −     , … ,    

Ȟ 1 0

1 1 Ȟ 1
ρ ρ ρ

−
= −  

Άʌα 0 1

Ȟ
0 1

ρ ρ
ρ

ρ (Ȟ 1) ρ


=
− −

  
Ʌʌέʋɸι ο 1

1000ρ (Ȟ 1) ρ Ȟ 1 Ȟ 1 1000 Ȟ 1001
0.001

 −  −   −      
Άʌα ɻ ɷιαɷιʃασία αʐʏή ʅʋοʌɸί ʆα σʐʆɸʖισʏɸί ; ʅɸ αʐʏές ʏις αʌʖιʃές ʏιʅές ʏʘʆ 
αʃʏίʆʘʆ ʏʘʆ ɷύο ʋʌώʏʘʆ ʃύʃʄʘʆͿ ʘς ʏοʆ ϭϬϬϬο ʃύʃʄο.      
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Πʌόβʄηʅα 79ο  
ȴίʆɸʏαι ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ ʃαι ʃύʃʄος 
ʃέʆʏʌοʐ Ƀ ʃαι ɷιαʅέʏʌοʐ ɀɁ όʋοʐ ɀ,Ɂ ʏα 
ʅέσα ʏɻς ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ ʃαι ʏοʐ ʏόʇοʐ ΑȲ 
αʆʏίσʏοιʖα. Αʋό ʏα άʃʌα Α ʃαι Ȳ φέʌʆοʐʅɸ 
ɸφαʋʏόʅɸʆɸς σʏοʆ ʃύʃʄο ;Ƀ,ʌͿ ʋοʐ ʏέʅʆοʐʆ 
ʏο ɻʅιʃύʃʄιο σʏα σɻʅɸία Ⱥ ʃαι ȷ. 
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȵ ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής ʏʘʆ ΑȺ ʃαι 
ȷȲ. Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʃύʃʄοʐς ;Ⱦ,ʌ1Ϳ ʃαι ;ȿ,ʌ2) 
ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι ʏʘʆ ΑȺ, ȷȲ ʃαι ʏοʐ ;Ƀ,ʌͿ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις 
αʃʏίʆɸς ʌ1,ʌ2 σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας ʌ. 
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Ɉα ʏʌίɶʘʆα Ƀɀɇ ʃαι Αȳɇ ɸίʆαι όʅοια άʌα : 

ǹΓ ǹȂ R 2OMȅȂ ȅΣ ȂΣ 1 OΣ ȂΣ
ǹΓ ǹΣ ΓΣ 2 ǹΣ ΓΣ

= = =

= =  = =   
Άʌα ǹΣ R MΣȅΣ

2 2

+
= =  (1) 

ɇʏο Ƀɀɇ αʋό Ʌ.Ⱥ. ʅɸ ʏɻʆ βοήθɸια ʏɻς ;ϭͿ 

ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ όʏι : 2RȂΣ
3

=  , οʋόʏɸ 5RȅΣ
6

=  ʃαι 4RΓΣ
3

=   
Ɉα ʏʌίɶʘʆα Αȳɇ ʃαι ΑȷȲ ɸίʆαι όʅοια αʋό όʋοʐ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : 8R

ZB
5

=  , 
6R

ZA
5

=  .                                                                                                                                              
Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ȵɀȲ ʃαι ȷΑȲ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : 5RǼǺ

4
=  , 3R

EM
4

=  . 
Ȼσʖύɸι όʏι : ǼȂ ǹǺ 2ǼǺ ǹǺ 3R

(ǼǹǺ) Ĳ ρ ρ ... ρ
2 2 7

 +
=   =    =   

Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ȵȿɅ ʃαι ȵɀȲ έʖοʐʅɸ : 
3

R r RȆȁ ȁǼ r 4
5RȂǺ ǼǺ R
4

− −
=  =  , αʋό όʋοʐ ʏɸʄιʃά έʖοʐʅɸ όʏι R

r
9

= .    
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Πʌόβʄηʅα 80ο 

Ɉέσσɸʌα ʏɸʏʌάɶʘʆα ʋʄɸʐʌώʆ α,β,ɶ ʃαι ɷ ɸίʆαι 
ʏοʋοθɸʏɻʅέʆα όʋʘς σʏο σʖήʅα ώσʏɸ οι ʃοʌʐφές Α,ȵ ʃαι 
ɀ ʆα βʌίσʃοʆʏαι ʋάʆʘ σʏɻʆ ίɷια ɸʐθɸία. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ 
όʏι : ϰβ2=ɶ2 . 
Αʋόɷɸιʇη 

ɇʖɻʅαʏίɺοʐʅɸ ʏα 
ʏɸʏʌάɶʘʆα ɂɆɅɃ, ɇɈɉɅ 
ʃαι ɍɌɃɎ.  
ȵύʃοʄα ɷɸίʖʆοʐʅɸ όʏι 
ʏα ʏʌίɶʘʆα 
ɂȲȸ,ȸɆȷ,ȷȵɅ ʃαι ȲɃȵ 
ɸίʆαι ίσα, όʅοια ίσα 
ɸίʆαι ʃαι ʏα ȷɅɀ, ɀɉɁ, 

ɁȾɈ ʃαι Ⱦɇȷ όʋʘς ʃαι ʏα ɍȳȴ,ȴɎΑ,ΑɃȲ ʃαι ȲɌȳ. Αʋό ʏις ισόʏɻʏɸς αʐʏές έʖοʐʅɸ όʏι 
ȸɆ=ȷɅ=ɇȾ, οʋόʏɸ αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ C ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής ʏʘʆ ɇɅ ʃαι ȸȾ ʏόʏɸ ʏα ʏʌίɶʘʆα CɇȾ ʃαι ȸɆC, άʌα ȸC=CK=HZ. ȵʌɶαɺόʅɸʆοι ʋαʌόʅοια ʅʋοʌούʅɸ ʆα ʃαʏαʄήʇοʐʅɸ σʏο 
όʏι : ȳɏ=ɏȸ=Ȳȸ, ɷɻʄαɷή ισʖύɸι όʏι Ϯβ=ɶ, άʌα ϰβ2=ɶ2.   
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Πʌόβʄηʅα ϴϭο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʃύʃʄο ;Ƀ,RͿ έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι ʏʌία 
ɸʇάɶʘʆα ʃαι ʏʌɸις ʃύʃʄοʐς όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα 
ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʌ ʏʘʆ ʏʌιώʆ ίσʘʆ ʃύʃʄʘʆ ʘς 
σʐʆάʌʏɻσɻ ʏɻς αʃʏίʆας R.  
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Ȼσʖύɸι όʏι : ȅȂ R ρ= −  (1) 

R 3
NM 2ρ

2
= +  (2)      R 3

Mȁ ρ
4

= +  (3) 
1 1 NM 3 3 R 3 R ρ 3

Oȁ Nȁ ( 2ρ)
3 3 2 6 2 4 3

= = = + = +  (4) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο Ƀȿɀ έʖοʐʅɸ :  

(3),(4)
2 2 2 2R 2ρȅȂ ȁȂ ȅȁ ... ( )

2 3
= + = = +  , άʌα 

R 2ρȅȂ
2 3

= +  (5). 
Αʋό ;ϭͿ,;ϱͿ έʖοʐʅɸ όʏι : R 2ρ 3

R ρ ... ρ R ( 3 )
2 23

− = +   =  −       
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Πʌόβʄηʅα ϴϮο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι ɷύο ʏɸʏʌάɶʘʆα 
ΑȲȳȴ ʃαι ȵȷȸȺ. ɇʏα σʖɻʅαʏιɺόʅɸʆα ʏʌίɶʘʆα ȿȸȳ ʃαι ȳȷȾ 
ɸɶɶʌάφοʐʅɸ ɷύο ίσοʐς ʃύʃʄοʐς αʃʏίʆας β, ɸʆώ σʏο 
ʏʌίɶʘʆο ΑȺȵ ɸɶɶʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο αʃʏίʆας α. Ɂα βʌɸίʏɸ 
ʏɻʆ σʖέσɻ ʋοʐ ʐʋάʌʖɸι αʆάʅɸσα σʏις αʃʏίʆɸς α ʃαι β.  
ɉʋοʄοɶισʅοί 
ȵʋɸιɷή οι ɷύο ʃύʃʄοι ɸίʆαι ίσοι ʏα ʏʌίɶʘʆα ȿȸȳ ʃαι ȳȷȾ 
θα ɸίʆαι ίσα. ɇʐɶʖʌόʆʘς ʄόɶʘ σʐʅʅɸʏʌίας ʏο σɻʅɸίο ȳ 
ɸίʆαι ʅέσο ʏɻς ȸȷ ʃαι ȸȳ//Ⱥȵ//ȴȲ. Ƀʋόʏɸ σʖɻʅαʏίɺοʆʏαι 
ʅια σɸιʌά αʋό ɶʘʆίɸς ϰϱο. Ƀʋόʏɸ ʏα οʌθοɶώʆια ʏʌίɶʘʆα 
ΑȺȵ, ȵȾȲ,ȳȷȾ ʃαι ȿȸȳ ɸίʆαι ισοσʃɸʄή. 
Ȼσʖύοʐʆ : ΘǼ Ȥ 2=  , ΘǼ Ǿǽ 2ȥ= =  άʌα 

2ȥ Ȥ 2 ȥ 2 Ȥ ΓȀ Ȥ=  =  =  , άʌα ȳȾ=Αȵ=ȺΑ=ʖ ;ϭͿ 
ȵʋίσɻς 
ΘǼ Ǽǽ Ȥ 2 ǼȀ ȥ Ȥ 2 (ǹǺ Ȥ) 2 ȥ

2ȥ (ǹǺ Ȥ) 2 ȥ ȥ (ǹǺ Ȥ) 2 Ȁǽ ǼȀ

=  = +  = − + 

= − +  = −  =
  

Άʌα ȵȾ=Ⱦȷ=ȳȷ=ȸȳ=ɺ/Ϯ  ;ϮͿ 
ɇʏο ʏʌίɶʘʆο ΑȺȵ ɶια ʏɻʆ αʃʏίʆα α ισʖύɸι : 2Ȥ ȗα

2

−
=  ;ϯͿ, σʏο 

ʏʌίɶʘʆο  ȳȷȾ ɶια ʏɻʆ αʃʏίʆα β ισʖύɸι : 2ȥ Ȥ ȗ Ȥȕ
2 2

− −
= =  (4), 

αʄʄά 2 2 ȗ 2
2Ȥ ȗ Ȥ

2
=  =  οʋόʏɸ ȗ( 2 1)α

2

−
=  ʃαι 

ȗ 2ȗ ȗ(2 2) ȗ 2( 2 1) α2ȕ
2 4 4 2

− − −
= = = =   

Άʌα ɻ ɺɻʏούʅɸʆɻ σʖέσɻ ɸίʆαι : α ȕ 2=       
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Πʌόβʄηʅα ϴϯο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι ɷύο ʃύʃʄοι 
ɷιαʅέʏʌοʐ α , ʋέʆʏɸ ɷιαʅέʏʌοʐ β ʃαι ʏέσσɸʌɸις 
ɷιαʅέʏʌοʐ ɶ. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ ɷιάʅɸʏʌο ɶ 
σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς ɷιαʅέʏʌοʐ α.  
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Ɉα σɻʅɸία Α,ȿ,Ȳ ɸίʆαι σʐʆɸʐθɸιαʃά ;ɶιαʏί;Ϳ, 
όʋʘς ʃαι ʏα Α,ȴ,ɀ, ʃαι ȴ,Ɂ,ȳ ʃαι ȳ,Ⱦ,Ȳ. ɇʏο 
ʏʌίɶʘʆο ȴΑȲ ʏα σɻʅɸία ɀ,ȿ σʐʆɷέοʐʆ ʏα ʅέσα 

ʏʘʆ ʋʄɸʐʌώʆ Αȴ ʃαι ΑȲ άʌα ǻǺȂȁ α
2

= =  (;) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ɀȿȾ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

ȂȀ 2Ȃȁ (ȕ Ȗ) 2ȕ
ȕ Ȗ 2ȕȖ 2ȕ Ȗ 2ȕȖ ȕ 0

α( 2 1)
... Ȗ ȕ( 2 1)

2

=  + = 

+ + =  + − = 

−
 = − =
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Πʌόβʄηʅα ϴ4ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι οι ίσοι 
ʃύʃʄοι ;ȿ,ɶͿ , ;ɀ,ɶͿ, ο ʃύʃʄος ;Ⱦ,αͿ, ο ʃύʃʄος 
;Ɂ,βͿ ʃαι ο ʃύʃʄος ;Ƀ,ɷͿ. Ƀι ʃύʃʄοι ʅɸ ʃέʆʏʌα 
Ƀ,ɀ,Ⱦ,ȿ ɸφάʋʏοʆʏαι ɸʐθɸίας ;ɸͿ ɸʆώ ʃαι οι 
ʋέʆʏɸ ɸφάʋʏοʆʏαι ʅɸʏαʇύ ʏοʐς όʋʘς σʏο 
σʖήʅα. Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ ʃύʃʄοʐ 
;Ƀ,ɷͿ ʘς σʐʆάʌʏɻσɻ ʏʘʆ αʃʏίʆʘʆ α ʃαι ɶ.  
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Ⱦαʏασʃɸʐάɺοʐʅɸ ʏα οʌθοɶώʆια ʏʌίɶʘʆα 
ɃȲɁ ʃαι ΑɁȿ όʋʘς σʏο σʖήʅα.  
Αʋό Ʌ.Ⱥ σʏο ɁΑȿ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2

2 2 2

2

ȃȁ ȃǹ ǹȁ

(ȕ Ȗ) (ȕ 2α Ȗ) (2 αȖ)

α
... ȕ (1)

Ȗ α

= + 

+ = + − + 

 =
−

  
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ɃȲɁ έʖοʐʅɸ :  

2 2 2

2 2 2

(1)
2 2

2

2

ȅȃ ȅǺ Ǻȃ

(į ȕ) (į ȕ 2α) (2 įȖ 2 Ȗα)

... (Ȗ 2αȖ) į 2Ȗ α (Ȗ α) į Ȗ α 0

α Ȗ α Ȗ
... į į

2α Ȗ (2α Ȗ)

= + 

+ = − − + + 

 −  +  −  + = 

 
 =  =

− −
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Πʌόβʄηʅα 85ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ 
φέʌɸι ʏο ύʗος Αȴ ʃαι έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι 
ʏέσσɸʌɸις ίσοʐς ʃύʃʄοʐς  όʋʘς σʏο σʖήʅα.  
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι : ǺΓǹΓ

2
=   

Αʋόɷɸιʇη : 
Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏις Αȷ ʃαι ȲȺ ʋοʐ ʏέʅʆοʆʏαι σʏο Ƀ 
ʋοʐ ɸίʆαι ʏο έɶʃɸʆʏʌο ʏοʐ ΑȴȲ. 
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ʖ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏʘʆ ʏɸσσάʌʘʆ ίσʘʆ 
ʃύʃʄʘʆ ʃαι ʌ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ 
ʃύʃʄοʐ ʏοʐ ʏʌιɶώʆοʐ ΑȴȲ. 
Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ɃȷȲ ʃαι ɃΑȲ έʖοʐʅɸ : 
ȅȇ ǽΘ ρ Ȥ 4Ȥ Ȥ Ȗ

...
ȅΣ ǹǺ ρ Ȗ ρ 4ρ Ȗ

−
=  =   =

+
  

Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ΑȴȲ ʃαι Αȴȳ έʖοʐʅɸ : 
Ȥ ȕ
ρ Ȗ
=  . Άʌα θα ɸίʆαι 2Ȗ ȕ Ȗ 4ρȕ ȕȖ

4ρ Ȗ Ȗ
=  = +

+
 (1)  .  

ȵʋɸιɷή ǹǻ ǻǺ Ȗρ
2

+ −
=  ɻ ;ϭͿ ɶʌάφɸʏαι : 

2 2Ȗ 2ȕ(ǹǻ ǻǺ Ȗ) ȕȖ Ȗ 2ȕǹǻ 2ȕǻǺ ȕȖ= + − +  = + −   (2) 
Όʅʘς 2Ȗ Ǻǻ α=    ʃαι ȕ Ȗǹǻ α ȕ Ȗ ǹǻ

α


 =   =   
Ƀʋόʏɸ ɻ ;ϮͿ ɶʌάφɸʏαι : 

2 2
2 2 2 22ȕ Ȗ 2ȕȖȖ ȕȖ αȖ 2ȕ Ȗ 2ȕȖ αȕȖ αȖ(Ȗ ȕ) 2ȕȖ(Ȗ ȕ) α 2ȕ

α α
= + −  = + −  + = +  =         
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Ɉο θɸώʌηʅα ʏοʐ Descartes  
 

ΟȚ αțĲȓȞİȢ ĲİııȐȡωȞ țȪțȜωȞ πȠυ İφȐπĲȠȞĲαȚ ȝİĲαȟȪ ĲȠυȢ ȩπωȢ 
ıĲȠ ıχȒȝα ȚțαȞȠπȠȚȠȪȞ ĲȘȞ παȡαțȐĲω ıχȑıȘ : 

2 2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 42(ț ț ț ț ) (ț ț ț ț )+ + + = + + +   

ΌπȠυ 
1 2 3 4ț ,ț ,ț ,ț  ȠȚ ȜİȖȩȝİȞİȢ țαȝπυȜȩĲȘĲİȢ ĲωȞ ĲİııȐȡωȞ 

țȪțȜωȞ πȠυ ȠȡȓȗȠȞĲαȚ ωȢ i

i

1ț
ρ

=   , ȝİ iρ  Ș αțĲȓȞα ĲȠυ 

αȞĲȓıĲȠȚχȠυ țȪțȜȠυ. ȉȠ πȡȩıȘȝȠ + ȚıχȪİȚ ȩĲαȞ Ƞ țȪțȜȠȢ İȓȞαȚ 
İȟωĲİȡȚțȐ İφαπĲȩȝİȞȠȢ ıİ ıχȑıȘ ȝİ ĲȠυȢ ȐȜȜȠυȢ țαȚ ĲȠ – ȩĲαȞ Ƞ 
țȪțȜȠȢ İȓȞαȚ İıωĲİȡȚțȐ İφαπĲȩȝİȞȠȢ ıİ ıχȑıȘ ȝİ ĲȠυȢ ȐȜȜȠυȢ. ΓȚα 

παȡȐįİȚȖȝα Ƞ ȝȚțȡȩȢ țȩțțȚȞȠȢ țȪțȜȠȢ İȓȞαȚ İȟωĲİȡȚțȐ İφαπĲȩȝİȞȠȢ 
ıİ ıχȑıȘ ȝİ ĲȠυȢ ȐȜȜȠυȢ ĲȡİȚȢ ȝαȪȡȠυȢ țȪțȜȠυȢ Ȑȡα ȑχİȚ șİĲȚțȒ 
țαȝπυȜȩĲȘĲα, ıİ αȞĲȓșİıȘ ȝİ ĲȠȞ ȝİȖȐȜȠ țȩțțȚȞȠ țȪțȜȠ πȠυ ȑχİȚ 
αȡȞȘĲȚțȒ. 

Ο ĲȪπȠȢ ȩĲαȞ Ȝυșİȓ ωȢ πȡȠȢ 4ț  ȝαȢ įȓȞİȚ ĲȘȞ įυȞαĲȩĲȘĲα Ȟα 
πȡȠıįȚȠȡȓıȠυȝİ ĲȘȞ αțĲȓȞα İȞȩȢ ĲȑĲαȡĲȠυ țȪțȜȠυ πȠυ İφȐπĲİĲαȚ 
ĲȡȚȫȞ ȐȜȜωȞ İφαπĲȩȝİȞωȞ țȪțȜωȞ İıωĲİȡȚțȐ Ȓ İȟωĲİȡȚțȐ, Ƞ ĲȪπȠȢ 
İȓȞαȚ : 4 1 2 3 1 2 2 3 3 1ț ț ț ț 2 ț ț ț ț ț ț= + +  + +   

Ο Frederick Soddy ĲȠ 1936 İȡİȪȞȘıİ ȟαȞȐ ĲȠ πȡȩȕȜȘȝα ĲȠυ 
πȡȠıįȚȠȡȚıȝȠȪ ĲȘȢ αțĲȓȞαȢ İȞȩȢ țȪțȜȠυ πȠυ İφȐπĲİĲαȚ 
İıωĲİȡȚțȐ Ȓ İȟωĲİȡȚțȐ ȐȜȜωȞ ĲȡȚȫȞ İφαπĲȩȝİȞωȞ țȪțȜωȞ. 
ȉȘȞ ȝİȜȑĲȘ ĲȠυ ĲȘȞ παȡȠυıȓαıİ ȝİ ĲȘ ȝȠȡφȒ πȠȚȒȝαĲȠȢ. ȉȑȜȠȢ 
İπȑțĲİȚȞİ ĲȠ șİȫȡȘȝα ıĲȚȢ ĲȡİȚȢ įȚαıĲȐıİȚȢ ȖȚα İφαπĲȩȝİȞİȢ 
ıφαȓȡİȢ. 

ȈĲȘȞ πİȡȓπĲωıȘ ȩπȠυ Ƞ ȑȞαȢ țȪțȜȠȢ İțφυȜȓȗİĲαȚ ıİ İυșİȓα, 
Ȑȡα ȝȘįİȞȚțȒ țαȝπυȜȩĲȘĲα Ȓ ȐπİȚȡȘ αțĲȓȞα ĲȩĲİ Ƞ ĲȪπȠȢ 
παȓȡȞİȚ ĲȘȞ ȝȠȡφȒ : 4 1 2 1 2ț ț ț 2 ț ț= +   

Ο ȖİȞȚțȩȢ ĲȪπȠȢ ȝπȠȡİȓ Ȟα πȐȡİȚ țαȚ ĲȘȞ ȝȠȡφȒ : 

1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3

4

4 1 2 3

ρ ρ ρ ρ ρ ρ 2 ρ ρ ρ (ρ ρ ρ )1ț
ρ ρ ρ ρ

+ +  + +
=  =  . Η 

πȜȒȡȘȢ απȩįİȚȟȘ ĲȠυ șİωȡȒȝαĲȠȢ πȠυ ȕαıȓȗİĲαȚ ıĲȘ 
İφαȡȝȠȖȒ ĲȠυ ȞȩȝȠυ ĲωȞ ıυȞȘȝȚĲȩȞωȞ ȝπȠȡİȓĲİ Ȟα ĲȘȞ 
αȞαȗȘĲȒıİĲİ ıĲȘȞ įȚİȪșυȞıȘ :  http://foothills-ts.net/mother/DescartesCircleTheorem.htm 
Ɉο ʋοίɻʅα ʏοʐ Soddy , ʏο έɶʌαʗɸ σʏις ϮϬ-6-1936 
ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι σʏα Αɶɶʄιʃά ɷίʋʄα.    

http://foothills-ts.net/mother/DescartesCircleTheorem.htm
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Πʌόβʄηʅα 86ο   

Ƀι ʃύʃʄοι ;Α,αͿ, ;Ȳ,βͿ ʃαι ;ȳ,ɶͿ ɸφάʋʏοʆʏαι αʆά ɷύο 
ώσʏɸ ʏο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ ʆα ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο. Έʆας 
ʏέʏαʌʏος ʃύʃʄος ;Ƀ,ʌͿ ɸφάʋʏɸʏαι ʏʘʆ άʄʄʘʆ ʏʌιώʆ 
όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ισʖύɸι : ʌ=α+β+ɶ.  
Αʋόɷɸιʇη   
ȵʋɸιɷή ʏο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο θα ισʖύɸι : 

2 2 2 2(ȕ Ȗ) (α Ȗ) (α ȕ) ... ȕȖ α αȖ αȕ (1)+ = + + +   = + +   
Ƀ ʏύʋος ʏοʐ Descartes ɶʌάφɸʏαι : 4

αȕ ȕȖ Ȗα 2 αȕȖ(α ȕ Ȗ)ț
αȕȖ

+ + − + +
=   

Ȼσʖύɸι ɸʋίσɻς όʏι :          
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

αȕȖ(α ȕ Ȗ) α ȕȖ αȕ Ȗ αȕȖ (ȕȖ αȖ αȕ)ȕȖ αȕ Ȗ αȕȖ
ȕ Ȗ αȕȖ αȕ Ȗ αȕ Ȗ αȕȖ ȕ Ȗ

+ + = + + = − − + + =

− − + + =
  

Άʌα 
2(1)

4 3 2 2

αȕ ȕȖ Ȗα 2ȕȖ αȕ Ȗα ȕȖ α 1ț
αȕȖ αȕȖ α α Ȗ α ȕ α ȕ Ȗ

+ + − + − −
= = = = −

+ + + +
 

ȵʋɸιɷή ο ʅɸɶάʄος ʃύʃʄος ɸφάʋʏɸʏαι ɸσʘʏɸʌιʃά ʏʘʆ άʄʄʘʆ ʏʌιώʆ έʖοʐʅɸ όʏι : 

4

1 1 1ț ρ α ȕ Ȗ
α ȕ Ȗ ρ α ȕ Ȗ

= −  − = −  = + +
+ + + +
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Πʌόβʄηʅα 87ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα έʖοʐʅɸ ʏο 
οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ 
ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο σɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,R). 
ȵɶɶʌάφοʐʅɸ ʏʌɸις ʃύʃʄοʐς 
όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ɂα βʌɸίʏɸ ʏɻ 
σʖέσɻ ʋοʐ σʐʆɷέɸι ʏις 
ɷιαʅέʏʌοʐς x,y,z ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ 
αʐʏώʆ. 
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Ȼσʖύɸι όʏι : 

ǺΓ
x R ǺΓ 2x

2
= =  =  (1) 

AB
R z ȅǻ R z AB 2(R z) 2(x z)

2
− =  − =  = − = −  (2) 

AΓ
R y ȅE R y AΓ 2(R y) 2(x y)

2
− =  − =  = − = − (3) 

Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ΑȲȳ έʖοʐʅɸ όʏι : 
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

ǹǺ ǹΓ ǺΓ
4(x z) 4(x y) 4x

x z 2xz x y 2xy x

x y z 2x(y z)

+ = 

− + − = 

+ − + + − = 

+ + = +
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Πʌόβʄηʅα 88ο   

Έʆα αʋʄό Sangaku ! 
ɇʏο ɷιʋʄαʆό ʏɸʏʌάɶʘʆο ʋʄɸʐʌάς α έʖοʐʅɸ 
ɸɶɶʌάʗɸι έʆα ɻʅιʃύʃʄιο ʃαι έʆαʆ ʃύʃʄο. Ɂα 
ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ ʃύʃʄοʐ σʐʆαʌʏήσɸι 
ʏɻς ʋʄɸʐʌάς α ʏοʐ ʏɸʏʌαɶώʆοʐ.  
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ȾȺȵ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2

2 2 2

2 2

ǼΘ ǼȀ ȀΘ
α α

( ρ) (α ρ) ( ρ)
2 2

... ρ 4αρ α 0

... ρ α(2 3)

= + 

+ = − + − 

 − + = 

 = −
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Πʌόβʄηʅα 89ο    
ɇʏο ʋαʌαʋάʆʘ σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι έʆα οιʃόʋɸɷο σʖήʅαʏος οʌθοɶʘʆίοʐ ʏʌιɶώʆοʐ 
ʅɸ ʃάθɸʏɸς ʋʄɸʐʌές ϭϭϬ ʃαι ϵϲ ʅέʏʌα. ɀέσα σʏο οιʃόʋɸɷο ʋʌόʃɸιʏαι ʆα ʋɸʌάσɸι 
ɷʌόʅος σʖήʅαʏος L ώσʏɸ ʏα ʏʌία ʏʅήʅαʏα ʋοʐ αʋοʃόʋʏɸι ʃαι ʏο ɸʅβαɷόʆ ʏοʐ L 
ɷʌόʅοʐ ʆα ɸίʆαι ίσα. Ɂα βʌɸίʏɸ ʏο ʋʄάʏος ʖ ʏοʐ ɷʌόʅοʐ. 
ɉʋοʄοɶισʅοί 
Αʋό ʏα ɷɸɷοʅέʆα ʏɻς άσʃɻσɻς ισʖύɸι όʏι : 

3
1 2

Ǽ Ǽ (Ǽǽǹǻ)Ǽ Ǽ
2 2

+
= = =   (1) 

Ƀʋόʏɸ θα έʖοʐʅɸ : 
α (Ȗ Ȥ) (ȕ Ȥ) (Ȗ Ȥ)

2 2

 + +  +
=  , άʌα  

α=β+ʖ οʋόʏɸ ʏο ȴ ɸίʆαι ʅέσο ʏɻς Αȳ όʅοια 
θα έʖοʐʅɸ ʃαι όʏι ȷ ʅέσο ΑȲ. 
ȵʋɸιɷή 

3

(ǼǽǹǻǼ Ǽ
2

= =  ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏɻʆ ɸʇίσʘσɻ : 

2 255 48
55Ȥ 48Ȥ Ȥ Ȥ 103Ȥ 1320 0

2


+ − =  − + =  , αʋό όʋοʐ έʖοʐʅɸ όʏι ʖ=ϭϱ ή ʖ=ϴϴ , 

ɷɸʃʏή ʋʌοφαʆώς ɻ ʄύσɻ ʖ=ϭϱ. 
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Πʌόβʄηʅα ϵϬο      
ȴύο ʃαʄάʅια ίσοʐ ύʗοʐς, 
ʋʌοɸʇέʖοʐʆ ϯ ʅοʆάɷɸς ʋάʆʘ 
αʋό ʏɻʆ ɸʋιφάʆɸια ʅιας 
ʄίʅʆɻς. ȵάʆ ʏʌαβήʇοʐʅɸ ʏɻʆ 
ʃοʌʐφή ɸʆός ʃαʄαʅιού ϵ 
ʅοʆάɷɸς σʏɻʆ ʃαʏɸύθʐʆσɻ ʏɻς 
αʃʏής έʏσι ώσʏɸ ɻ ʃοʌʐφή ʆα 
αɶɶίɺɸι ʅόʆο ʏɻʆ ɸʋιφάʆɸια 
ʏοʐ ʆɸʌού, ʆα βʌɸι ʏο βάθος 
ʏɻς ʄίʅʆɻς.  
ɉʋοʄοɶισʅοί  
Έσʏʘ ʖ ʏο βάθος ʏɻς ʄίʅʆɻς , ʏόʏɸ αʋό ʏο ʃɸίʅɸʆο ʏɻς άσʃɻσɻς ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏο 
οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȲȳ, όʋοʐ αʋό Ʌ.Ⱥ. έʖοʐʅɸ : 

2 2 2 2 2(Ȥ 3) Ȥ 9 Ȥ 6Ȥ 9 Ȥ 81 ... Ȥ 12+ = +  + + = +   =  ʅοʆάɷɸς.       
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Πʌόβʄηʅα ϵ1ο   

ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι 
ʃʐʃʄιʃός ʏοʅέας ɶʘʆίας ϭϮϬο . 
ɀέσα σɸ αʐʏόʆ έʖοʐʅɸ ɸɶɶʌάʗɸι 
ʋέʆʏɸ ʃύʃʄοʐς ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ. 
Ɂα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏις αʃʏίʆɸς ʏʘʆ 
ʃύʃʄʘʆ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς αʃʏίʆας ʌ 
ʏοʐ ʃʐʃʄιʃού ʏοʅέα. 
ɉʋοʄοɶισʅοί  

ȵʋɸιɷή ο ʃʐʃʄιʃός ʏοʅέας ɸίʆαι ϭϮϬο 
έʖοʐʅɸ όʏι : ǺΓ ρ 3=  , ρǹȀ

2
=  (;) 

Άʌα  ρǼȀ
4

=  ʃαι αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ ʏɻʆ 

αʃʏίʆα ʏοʐ ʃύʃʄοʐ ʅɸ ʃέʆʏʌο ɀ β θα 

ισʖύɸι  ρȇȂ 2 ȕ ρȕ
4

= =  (;) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ɆɀΑ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2 2 2ρ 3ρǹȂ Ȃȇ ȇǹ (ρ ȕ) ȕρ ( ȕ) ... ȕ
2 16

= +  − = + +   =   
ɇʏο ʏʌίɶʘʆο ΑȾȳ ɻ ɶʘʆία ȳ ɸίʆαι ϯϬο ;;Ϳ ʃαι αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ ɶ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ ʃύʃʄοʐ 

ʅɸ ʃέʆʏʌο Ɂ ʏόʏɸ ισʖύɸι όʏι : ρȀȆ 2 Ȗ 2ρȖ
2

= =  , ɸίʆαι ɸύʃοʄο ʆα αʋοɷɸίʇοʐʅɸ όʏι 

οİφ15 2 3= −  ʃαι σʏο ʏʌίɶʘʆο ȳɁɎ θα ɸίʆαι ο Ȗ Ȗİφ15 ΨΓ
ΨΓ 2 3

=  =
−

 . 
Όʅʘς :

Ȗ ρ 3ȀȆ ΨΓ ȀΓ 2ρȖ ...
22 3

2ρ 3 (2 3) 3ρ (7 4 3)Ȗ Ȗ
2 2

+ =  + = 
−

  −  −
 =  =
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Και ʇαφʆιʃά ʅʋʌοσʏά ʅας ɸʅφαʆίɺɸʏαι ο Αʌʖιʅήɷɻς …  
Ʌʌοʃαʄɸί έʃʋʄɻʇɻ ʏο ɶɸɶοʆός όʏι ɻ ɸʆασʖόʄɻσɻ ʅɸ 
ɶɸʘʅɸʏʌιʃά ʋʌοβʄήʅαʏα sangaku σʐʆαʆʏώ ʅʋʌοσʏά ʅοʐ ʏɻʆ 
αʌʖαία ɸʄʄɻʆιʃή ɶɸʘʅɸʏʌία ʃαι ʅάʄισʏα βιβʄία ʋοʐ σʏα 
ȵʄʄɻʆιʃά ɸίʆαι ɷύσʃοʄο ʆα βʌɸθούʆ. ɇʐʆαʆʏάʅɸ ʄοιʋόʆ  ʏο 
βιβʄίο ʏʘʆ ʄɻʅʅάʏʘʆ ʏοʐ Αʌʖιʅήɷɻ, ʋɸʌίɸʌɶα σʖήʅαʏα όʋʘς 
ɻ άʌβɻʄος ʃαι ʏο σάʄιʆοʆ ʏοʐ Αʌʖιʅήɷɻ, ʏɻʆ αʄʐσίɷα ʏοʐ 
Ʌάʋʋοʐ, ʏɻʆ αʄʐσίɷα ʏοʐ Steiner, αʄʄά ʃαι έʆʆοιɸς όʋʘς 
αʆʏισʏʌοφή ʃαι οʅοιοθɸσία…   
Ɉο βιβʄίο ʏʘʆ ȿɻʅʅάʏʘʆ  ɸίʆαι έʆα βιβʄίο ʋοʐ αʋοɷίɷɸʏαι 
σʏοʆ Αʌʖιʅήɷɻ αʋό ʏοʆ Άʌαβα Thābit ibn Qurra. 
Αʋοʏɸʄɸίʏαι αʋό ɷɸʃαʋέʆʏɸ ʋʌοʏάσɸις. Ɉο ϭϲϲϭ, ʏο αʌαβιʃό 
ʖɸιʌόɶʌαφο ʅɸʏαφʌάσʏɻʃɸ σʏα ȿαʏιʆιʃά αʋό ʏοʆ Aďrahaŵ 
EĐĐhelleŶsis ʃαι ɸʋιʅɸʄήθɻʃɸ ο GiovaŶŶi A. Borelli. ȸ 
ʄαʏιʆιʃή έʃɷοσɻ ɷɻʅοσιɸύθɻʃɸ ʅɸ ʏο όʆοʅα Liďer Assumptorum. 
Ɉο ʋιο ʋιθαʆό ʏο βιβʄίο ʏʘʆ ʄɻʅʅάʏʘʆ ɸίʆαι αʋʄώς ʅία 
σʐʄʄοɶή ʋʌοʏάσɸʘʆ ʋοʐ αʋοɷίɷοʆʏαι σʏο Αʌʖιʅήɷɻ αʋό 
ʃάʋοιοʆ  Έʄʄɻʆα ʅαθɻʅαʏιʃό ʏʘʆ ύσʏɸʌʘʆ Αʄɸʇαʆɷʌιʆώʆ 
ʖʌόʆʘʆ. 
Ɉο βιβʄίο ɸισάɶɸι αʌʃɸʏές ʆέɸς ɶɸʘʅɸʏʌιʃές ʅοʌφές, όʋʘς 
ʏɻʆ άʌβɻʄο ʃαι ʏο σαʄιʆόʆ.  
Ƀι ɷɸʃαʋέʆʏɸ ʋʌοʏάσɸις ʋοʐ ʋɸʌιέʖɸι ɸίʆαι οι αʃόʄοʐθɸς ; θα αʋοɷɸίʇοʐʅɸ ʅόʆο 
όσɸς ʅας ɸʆɷιαφέʌοʐʆ ɶια ʏɻʆ ɸʆασʖόʄɻσή ʅας ʅɸ ʏα sangaku) :  

Πʌόβʄɻʅα 92ο  
Πʌόʏασɻ ϭɻ  
Έσʏʘ οι ʃύʃʄοι ;Ƀ,R) ʃαι ;Ⱦ,ʌͿ ʋοʐ ɸφάʋʏοʆʏαι 
ɸσʘʏɸʌιʃά σʏο σɻʅɸίο ȵ. Αʆ ΑȲ ʃαι ȳȴ ɷύο ʋαʌάʄʄɻʄɸς 
ɷιάʅɸʏʌοι ʏʘʆ ɷύο ʃύʃʄʘʆ ʏόʏɸ ʏα σɻʅɸία Α,ȳ,ȵ ʃαι 
Ȳ,ȴ,ȵ ɸίʆαι σʐʆɸʐθɸιαʃά. 
Αʋόɷɸιʇɻ 
Έσʏʘ ȴȷ//Ƀȵ. Αʋό ʏο ʋαʌαʄʄɻʄόɶʌαʅʅο ȾȴɃȷ έʖοʐʅɸ 
όʏι Ⱦȴ=Ƀȷ ʃαι ȾɃ=ȴȷ. ȵʋɸιɷή Ⱦȵ=Ⱦȴ ʃαι Ƀȵ=ɃȲ 
έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι ȷȲ=ȴȷ=ȾɃ. Ɉώʌα ʋισʏɸύʘ όʏι ɸίʆαι 
ɸύʃοʄο ʆα ɷɸίʇοʐʅɸ όʏι ȵ,ȴ,Ȳ σʐʆɸʐθɸιαʃά.   
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Πʌόʏασɻ Ϯɻ   Έσʏʘ ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ, ɻ ɸφαʋʏοʅέʆɻ ʏοʐ σʏο Ȳ 
ʃαι ɻ ɸφαʋʏοʅέʆɻ ʏοʐ σɸ έʆα άʄʄο ʏʐʖαίο σɻʅɸίο ȳ ʋοʐ 
ʏέʅʆοʆʏαι σʏο ȴ. Αʆ ȳȵ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ΑȲ ʃαι ȷ ʏο σɻʅɸίο 
ʏοʅής ʏʘʆ Αȴ ʃαι ȳȵ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ȳȷ=ȷȵ.    
Πʌόʏασɻ ϯɻ   Έσʏʘ ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ ʃαι ȳ έʆα ʏʐʖαίο 
σɻʅɸίο ʏοʐ. Ⱥɸʘʌούʅɸ ȴ ʏɻʆ ʋʌοβοʄή ʏοʐ ȳ 
σʏɻʆ ΑȲ ʃαι ȵ σɻʅɸίο ʏɻς ΑȲ ώσʏɸ Αȴ=ȴȵ. Αʆ ȷ 
σɻʅɸίο ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ ώσʏɸ Αȳ=ȳȷ, ʆα 
αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι Ȳȷ=Ȳȵ.    

Πʌόβʄɻʅα ϵ3ο  
Πʌόʏασɻ ϰɻ  
ȸ άʌβɻʄος ;ʏο ʅαʖαίʌι ʏοʐ ʐʋοɷɻʅαʏοʋοιούͿ 
Έσʏʘ ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ ʃαι ȳ ʏʐʖαίο 
σɻʅɸίο ʏɻς ΑȲ. ȳʌάφοʐʅɸ ɻʅιʃύʃʄια ɷιαʅέʏʌʘʆ 
Αȳ ʃαι ȳȲ, ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ. Αʆ ɻ ʃοιʆή 
ɸφαʋʏοʅέʆɻ ʏʘʆ ɷύο ɻʅιʃʐʃʄίʘʆ σʏο ȳ ʏέʅʆɸι ʏο 
αʌʖιʃό ɻʅιʃύʃʄιο σʏο ȴ, ʆα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʏο 
ɸʅβαɷόʆ ʋοʐ ʋɸʌιέʖɸʏαι ʅɸʏαʇύ ʏʘʆ ʏʌιώʆ 
ɻʅιʃʐʃʄιώʆ ;άʌβɻʄοςͿ ɸίʆαι ίσο ʅɸ ʏο ɸʅβαɷόʆ 
ʏοʐ ʃʐʃʄιʃού ɷίσʃοʐ ɷιαʅέʏʌοʐ ȳȴ. 
Αʋόɷɸιʇɻ  
Ⱥα ɷɸίʇοʐʅɸ όʏι 

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

ǹǺ ǹΓ ΓǺπ( ) π( ) π( ) ǻΓ2 2 2 π( ) ... ǹǺ ǹΓ ΓǺ 2ǻΓ
2 2 2 2

ǹǺ ǹΓ ǻΓ ΓǺ ǻΓ ǹǺ ǹǻ ǻǺ

− − =   − − = 

= + + +  = +

  
Ʌοʐ ισʖύɸι αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο οʌθοɶώʆιο ʏʌίɶʘʆο ΑȴȲ.  
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Πʌόβʄɻʅα ϵ4ο    Πʌόʏασɻ ϱɻ  

Ⱥɸʘʌούʅɸ ʏα ɻʅιʃύʃʄια ɷιαʅέʏʌʘʆ ΑȲ,Αȳ ʃαι 
ȳȲ ʃαι ʏɻʆ ɸφαʋʏοʅέʆɻ ȴȳ ;όʋʘς σʏο σʖήʅαͿ Ɂα 
αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ο ʃύʃʄος  ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι ʏοʐ 
ɻʅιʃʐʃʄίοʐ ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ, ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ 
ɷιαʅέʏʌοʐ Αȳ ʃαι ʏɻς ȴȳ ɸίʆαι ίσος ʅɸ ʏοʆ ʃύʃʄο 
ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ, 
ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ ɷιαʅέʏʌοʐ ȳȲ ʃαι ʏɻς ȴȳ.  
Αʋόɷɸιʇɻ  
Έσʏʘ R,ʌ οι αʃʏίʆɸς ʏʘʆ ɻʅιʃʐʃʄίʘʆ ɷιαʅέʏʌʘʆ 
ΑȲ ʃαι Αȳ αʆʏίσʏοιʖα ʃαι x ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ ʃύʃʄοʐ 
ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι ʏʘʆ ɷύο ɻʅιʃʐʃʄίʘʆ ʃαι ʏɻς ȳȴ. 
Έσʏʘ ɀ ʃαι ɇ οι ʋʌοβοʄές ʏοʐ ȵ σʏɻʆ ΑȲ ʃαι ȴȳ 
αʆʏίσʏοιʖα.  
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȵɀȾ έʖοʐʅɸ : 2 2 2 2 2ǼȂ ǼȀ ȀȂ (ρ Ȥ) (ρ Ȥ) 4ρȤ= − = + − − =   (1) 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȵɃɀ έʖοʐʅɸ : 

2 2 2 2 2 2ǼȂ ȅǼ ȅȂ (R Ȥ) (2ρ R Ȥ) ... 4ρR 4RȤ 4ρ= − = − − − − = = − −  (2) 
Αʋό ;ϭͿ ʃαι ;ϮͿ έʖοʐʅɸ ʏɸʄιʃά όʏι : ρ(R ρ)Ȥ

R

−
=  . 

Αʆ ɷοʐʄέʗοʐʅɸ όʅοια σʏοʆ άʄʄο ʃύʃʄο θα ʃαʏαʄήʇοʐʅɸ όʏι ɶια ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ ʗ 

ʃαι ʏɻʆ αʃʏίʆα r ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ ɷιαʅέʏʌοʐ ȳȴ ισʖύɸι : r(R r)ȥ
R

−
=  

Όʅʘς ισʖύɸι όʏι R r ρ= +  ;ϯͿ , οʋόʏɸ : 
(3)ρ(R ρ) (R r) (R R r) (R r)rȤ ȥ

R R R

− −  − + −
= = = = , άʌα οι ɷύο ʃύʃʄοι ɸίʆαι ίσοι.    
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Πʌόβʄɻʅα ϵ5ο    

Πʌόʏασɻ ϲɻ  
ȴίʆοʆʏαι ʏα ɻʅιʃύʃʄια ɷιαʅέʏʌʘʆ ΑȲ, Αȳ ʃαι 
ȳȲ. ȳʌάφοʐʅɸ ʃύʃʄο ɷιαʅέʏʌοʐ Ⱦȿ ʅɸ 
;Ⱦȿ//ΑȲͿ  ʋοʐ ɸφάʋʏɸʏαι ʃαι ʏʘʆ ʏʌιώʆ 
ɻʅιʃʐʃʄίʘʆ, όʋʘς σʏο σʖήʅα. Αʆ ʄ=Αȳ/ȳȲ, ʆα 
βʌɸίʏɸ ʏɻʆ ɷιάʅɸʏʌο Ⱦȿ σʐʆαʌʏήσɸι ʏοʐ ʄ ʃαι 
ʏοʐ ΑȲ.  
Υʋοʄοɶισʅοί  
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȴ,ȵ,ȷ ʏα σɻʅɸία ɸʋαφής ʏʘʆ 
ʏʌιώʆ ɻʅιʃʐʃʄίʘʆ. Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȸ ʏο σɻʅɸίο 
ʏοʅής ʏɻς Αȴ ʃαι ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ ɷιαʅέʏʌοʐ 
Αȳ, ʅɸ ʋαʌόʅοιο ʏʌόʋο οʌίɺοʆʏαι ʃαι ʏο σɻʅɸίο 
Ⱥ. Αʋό ʏɻʆ ϭɻ ʋʌόʏασɻ έʖοʐʅɸ όʏι ʏα σɻʅɸία 
Α,Ⱦ,ȴ ʃαι Α,ȵ,ȿ ʃαι ȳ,ȵ,Ⱦ ʃαι ȳ,ȷ,ȿ ʃαι Ȳ,ȿ,ȴ ʃαι 
Ȳ,ȷ,Ⱦ ʃαι ȳ,ȷ,ȿ ʃαι ȳ,ȵ,Ⱦ ɸίʆαι σʐʆɸʐθɸιαʃά. 
Αʆ ȾɁ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ Αȳ ʃαι ȿɇ ʃάθɸʏɻ σʏɻʆ ȳȲ, 
ʏόʏɸ σʏα ʏʌίɶʘʆα ȾΑȳ ʃαι ȿȳȲ έʖοʐʅɸ φέʌɸι ʏα ʏʌία ύʗɻ ʃαι οʆοʅάɺοʐʅɸ ɀ ʃαι ɂ ʏα 
οʌθόʃɸʆʏʌά ʏοʐς. 
Ȼσʖύοʐʆ οι αʆαʄοɶίɸς : ǹΓ ǹȂ ǹȃλ

ΓǺ Ȃȁ ȃȈ
= = =  ;ϭͿ, όʅοια 1 ǺΓ ǺȄ ǺȈ

λ Γǹ ȄȀ Ȉȃ
= = =  (2) 

Άʌα ǹȃ Ȉȃ λ
ȃȈ ǺȈ

= =  , οʋόʏɸ ΑɁ=ʄɁɇ ʃαι Ɂɇ=ʄȲɇ 
Ȼσʖύɸι : 

2

Ȁȁ ȃȈ ȃȈ λ
1ǹǺ ǹȃ ȃȈ ȈǺ λ λ 1λȃȈ ȃȈ ȃȈ
λ

= = =
+ + + ++ +

 , άʌα 

2

λȀȁ ǹǺ
λ λ 1

= 
+ +
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Πʌόʏασɻ ϳɻ  
ɇɸ ʏɸʏʌάɶʘʆο ΑȲȳȴ ɶʌάφοʐʅɸ ʏοʆ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃαι ʏοʆ ʋɸʌιɶɸɶʌαʅʅέʆο ʃύʃʄο 
ʏοʐ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʏο ɸʅβαɷόʆ ʏοʐ  ʋɸʌιɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ ʃύʃʄοʐ ɸίʆαι ɷιʋʄάσιο 
ʏοʐ ɸɶɶɸɶʌαʅʅέʆοʐ.  
Πʌόʏασɻ ϴɻ (ȸ ʏʌιʖοʏόʅɻσɻ ʏɻς ɶʘʆίας ʅɸ ʏɻʆ ʅέθοɷο ʏɻς ʆɸύσɻςͿ 
ɇɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,ʌͿ θɸʘʌούʅɸ ʏʐʖαία ʖοʌɷή ʏοʐ Ȳȳ. ɇʏɻʆ 
ʋʌοέʃʏασɻ ʏɻς Ȳȳ θɸʘʌούʅɸ σɻʅɸίο ȴ ώσʏɸ ȳȴ=ʌ. Αʆ ɻ ȴɃ 
ʏέʅʆɸι ʏοʆ ʃύʃʄο σʏα σɻʅɸία ȵ ʃαι Α, ʆα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι 
ισʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα : ǹǺ 3ΓǼ=    
Πʌόʏασɻ ϵɻ  
ȴίʆοʆʏαι ɷύο ʃάθɸʏɸς ʖοʌɷές ΑȲ, ȳȴ ɸʆός ʃύʃʄοʐ ;Ƀ,ʌͿ ʋοʐ ʏέʅʆοʆʏαι σɸ σɻʅɸίο Ⱦ. 
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι :ǹǻ ΓǺ ǹΓ ǻǺ+ = +    
Πʌόʏασɻ ϭϬɻ  
ȴίʆɸʏαι ʃύʃʄος ;Ƀ,ʌͿ ʃαι σɻʅɸίο ɇ ɸʃʏός αʐʏού. Ɍέʌʆοʐʅɸ ʏις ɸφαʋʏόʅɸʆɸς ɇΑ ʃαι ɇȲ 
ʃαι θɸʘʌούʅɸ ʏʐʖαίο σɻʅɸίο ȳ ʏοʐ ʅɻ ʃʐʌʏού ʏόʇοʐ ΑȲ. Αʋό ʏο Ȳ φέʌʆοʐʅɸ 
ʋαʌάʄʄɻʄɻ ʋʌος ʏɻʆ ɇȳ ʋοʐ ʏέʅʆɸι ʏοʆ ʃύʃʄο σʏο ȴ. Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȵ ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής 
ʏʘʆ Αȴ ʃαι ɇȳ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ɻ ʋʌοβοʄή ʏοʐ ȵ σʏɻʆ Ȳȴ ɷιʖοʏοʅɸί ʏο Ȳȴ.  
Πʌόʏασɻ ϭϭɻ  
ȴίʆɸʏαι ʃύʃʄος ;Ƀ,ʌͿ ʃαι ɷύο ʃάθɸʏɸς ʅɸʏαʇύ ʏοʐς ʖοʌɷές ΑȲ ʃαι ȳȴ ʋοʐ ʏέʅʆοʆʏαι 
σʏο σɻʅɸίο Ⱦ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι : 2 2 2 2 2ǹȀ ǺȀ ΓȀ ǻȀ 4ρ+ + + =    
Πʌόʏασɻ ϭϮɻ  
ȴίʆɸʏαι ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ. Αʋό ʏʐʖαίο σɻʅɸίο ɇ ɸʃʏός ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ 
φέʌʆοʐʅɸ ɇȳ ʃαι ɇȴ ʏα ɸφαʋʏόʅɸʆα ʏʅήʅαʏα. Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ Ɉ ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής ʏʘʆ 
Αȴ ʃαι Ȳȳ, ʆα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ɻ ɇɈ ɸίʆαι ʃάθɸʏɻ ʏɻς ΑȲ.  
Πʌόʏασɻ ϭϯɻ  
ȴίʆɸʏαι ʃύʃʄος ʃαι ɻ ɷιάʅɸʏʌός ʏοʐ ΑȲ. ɀία ʏʐʖαία ʖοʌɷή ȳȴ ʏοʐ ;Ƀ,ʌͿ ʏέʅʆɸι ʏο ΑȲ 
σʏο ȵ. Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ɀ ʃαι Ɂ ʏις ʋʌοβοʄές ʏʘʆ Α ʃαι Ȳ σʏɻʆ ȳȴ. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι 
ȳɀ=ȴɁ. 
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Πʌόʏασɻ ϭϰɻ  
ȴίʆɸʏαι ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ ʃαι οʆοʅάɺοʐʅɸ Ƀ ʏο 
ʅέσο ʏοʐ ΑȲ. Ⱥɸʘʌούʅɸ σɻʅɸίο ȳ ʃαι ȴ σʐʅʅɸʏʌιʃά ʘς 
ʋʌος ʏο Ƀ ʃαι ʏα ɻʅιʃύʃʄια ɷιαʅέʏʌʘʆ Αȳ, ȳȴ ʃαι ȴȲ, 
όʋʘς σʏο σʖήʅα. Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ ȵ ʃαι ȷ ʏα σɻʅɸία ʏοʅής 
ʏɻς ʅɸσοʃαθέʏοʐ ʏοʐ ΑȲ ʅɸ ʏα σʖɻʅαʏιɺόʅɸʆα 
ɻʅιʃύʃʄια. Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʏο ɸʅβαɷόʆ ʏοʐ ʏοʐ 
σʖɻʅαʏιɺόʅɸʆοʐ σάʄιʆοʐ ɸίʆαι ίσο ʅɸ ʏο ɸʅβαɷόʆ 
ʃʐʃʄιʃού ɷίσʃοʐ ɷιαʅέʏʌοʐ ȵȷ.  
Αʋόɷɸιʇɻ   
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ Ƀȵ=ʌ ʃαι Ƀȳ=ʖ οʋόʏɸ Ƀȷ=Ƀȴ=ʖ ʃαι 
Αȳ=ȴȲ=ʌ-ʖ. Ⱥα ɷɸίʇοʐʅɸ όʏι :  

2
2 2

2

ρ Ȥπ( )πρ πȤ ρ Ȥ22 π( )
2 2 2 2

−
+

− + =  ʋοʐ ɸίʆαι ɸύʃοʄο ʆα 

ʏο ɷɸίʇοʐʅɸ ʅɸʏά αʋό αʋʄές ʋʌάʇɸις …    
Πʌόʏασɻ ϭϱɻ  
ȴίʆɸʏαι ɻʅιʃύʃʄιο ɷιαʅέʏʌοʐ ΑȲ ʃαι σɻʅɸίο ȳ ώσʏɸ ɻ Αȳ ʆα ɸίʆαι ʋʄɸʐʌά ʃαʆοʆιʃού 
ʋɸʆʏαɶώʆοʐ. Ⱥɸʘʌούʅɸ ȴ ʏο ʅέσο ʏοʐ ʏόʇοʐ Αȳ ʃαι οʆοʅάɺοʐʅɸ ȵ ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής 
ʏɻς ȴȳ ʃαι ʏɻς ʋʌοέʃʏασɻς ʏɻς ΑȲ, όʋʘς ʃαι ȷ ʏο σɻʅɸίο ʏοʅής ʏɻς Αȳ ʅɸ ʏɻʆ ȴȲ. Αʆ 
ɀ ɻ ʋʌοβοʄή ʏοʐ ȷ σʏɻʆ ΑȲ, ʆα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʏο ʏʅήʅα ȵɀ ɸίʆαι ίσο ʅɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα 
ʌ ʏοʐ ɻʅιʃʐʃʄίοʐ.     
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Η αʄʐσίɷα ʏοʐ Πάʋʋοʐ ʏοʐ Αʄɸʇαʆɷʌιʆού. 
ɇʏɻ ɶɸʘʅɸʏʌία, ɻ αʄʐσίɷα ʏοʐ Ʌάʋʋοʐ ɸίʆαι έʆας ɷαʃʏύʄιος 
ʃύʃʄʘʆ ʅɸʏαʇύ ɷύο ɸφαʋʏόʅɸʆʘʆ ʃύʃʄʘʆ ʋοʐ ɸʌɸʐʆήθɻʃɸ αʋό 
ʏοʆ Αʄɸʇαʆɷʌιʆό ʅαθɻʅαʏιʃό ʏοʆ ϯο αιώʆα ʅ.ɍ. 
Ƀι ʃύʃʄοι ʋοʐ βʌίσʃοʆʏαι σʏɻʆ σʃιασʅέʆɻ ɸʋιφάʆɸια 
ɸφάʋʏοʆʏαι ʅɸʏαʇύ ʏοʐς αʄʄά σʐɶʖʌόʆʘς ɸφάʋʏοʆʏαι 
ɸʇʘʏɸʌιʃά ʏοʐ ɸʆός ʃύʃʄοʐ ʃαι ɸσʘʏɸʌιʃά ʏοʐ άʄʄοʐ.    
Ƀʋόʏɸ αʆ ο ʃύʃʄος ;Ƀ,R) ɸίʆαι ο ʅɸɶαʄύʏɸʌος ʃύʃʄος ʃαι ;Ⱦ,ʌͿ ο 
ʅιʃʌόʏɸʌος – ʋοʐ βʌίσʃɸʏαι ɸσʘʏɸʌιʃά ʏοʐ ʋʌώʏοʐ ʏόʏɸ ɶια 
ʏοʆ ʏʐʖαίο ʃύʃʄο ʏɻς αʄʐσίɷας ;ȿ,ʖͿ θα ισʖύɸι :  
Ȁȁ ȁȅ (ρ Ȥ) (R Ȥ) ρ R+ = + + − = +   
Ƀʋόʏɸ όʄα ʏα ʃέʆʏʌα ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ ʏɻς αʄʐσίɷας αʆήʃοʐʆ σɸ 
έʄʄɸιʗɻ ʅɸ ɸσʏίɸς ʏα σɻʅɸία Ⱦ ʃαι Ƀ ʃαι σʏαθɸʌά Ϯα=ʌ+R. 
Ⱦαι ɸσʏιαʃή αʋόσʏασɻ Ϯɶ=ȾɃ=R-ʌ.  
ɇʏο ϰο βιβʄίο ʏɻς «Σʐʆαɶʘɶής» ʏοʐ Ʌάʋʋοʐ , ʋαʌοʐσιάɺɸʏαι ʏο ʄɸɶόʅɸʆο «αʌʖαίο 
θɸώʌɻʅα» ʋοʐ ɸίʆαι ɶʆʘσʏό σʏɻʆ σύɶʖʌοʆɻ βιβʄιοɶʌαφία ʘς 
αʄʐσίɷα ʏοʐ Ʌάʋʋοʐ. ɇʏο θɸώʌɻʅα αʐʏό αʋοɷɸιʃʆύɸʏαι όʏι « ɻ 
αʋόσʏασɻ hʆ ʏοʐ ʃέʆʏʌοʐ ʏοʐ ʆιοσʏού ʃύʃʄοʐ ʏɻς αʄʐσίɷας 
αʋό ʏɻʆ ΑΒ ɸίʆαι ίσɻ ʅɸ ʆ φοʌές ʏɻʆ ɷιάʅɸʏʌο ʏοʐ ʃύʃʄοʐ». 
Αʐʏό σɻʅαίʆɸι όʏι :  
ȳια ʏοʆ ʋʌώʏο ʃύʃʄο ισʖύɸι όʏι : 1 1h 1 2r=    
ɶια ʏοʆ ɷɸύʏɸʌο ʃύʃʄο ισʖύɸι όʏι : 2 2h 2 2r=    
ɶια ʏοʆ ʏʌίʏο ʃύʃʄο ισʖύɸι όʏι : 3 3h 3 2r=   ʃ.ο.ʃ.   
ɇʐɶʖʌόʆʘς ʅɸ ʏɻ βοήθɸια ʏɻς αʆαʄʐʏιʃής ɶɸʘʅɸʏʌίας ɸίʅασʏɸ σɸ θέσɻ ʆα 
ʃαʏαʄήʇοʐʅɸ σɸ αʆαɷʌοʅιʃούς ʏύʋοʐς ʋοʐ ʅας ɷίʆοʐʆ ʏις σʐʆʏɸʏαɶʅέʆɸς ʏʘʆ 
ʃέʆʏʌʘʆ ʏɻς αʄʐσίɷας, όʋʘς ʃαι ʏɻς αʃʏίʆας ʏοʐς. 
ɇʐɶʃɸʃʌιʅέʆα αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ Αȳ=r ʃαι ȳȲ=ϭ-r, ισʖύοʐʆ οι ʏύʋοι :  

n 2

r (1 r)
x

2 [n (1 r) r]

 +
=

  − +
, n 2 2

n r (1 r)
y

n (1 r) r

  −
=

 − +
, n 2 2

(1 r) r
r

2[n (1 r) r]

− 
=

 − +
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Η αʄʐσίɷα ʏοʐ Steiner  
Ⱦαʏά ʋαʌόʅοιο ʏʌόʋο ο ȵʄβɸʏός ʅαθɻʅαʏιʃός Steiner ɷɻʅιούʌɶɻσɸ έʆα σύʆοʄο αʋό n ʃύʃʄοʐς, οι οʋοίοι ɸίʆαι ɸφαʋʏόʅɸʆοι σɸ ɷύο ɷɸɷοʅέʆοʐς ʅɻ ʏɸʅʆόʅɸʆοʐς 
ʃύʃʄοʐς ;ο ʃόʃʃιʆος ʃαι ο ʅʋʄɸ ʃύʃʄος σʏα ɷιʋʄαʆά σʖήʅαʏα). Ƀ αʌιθʅός Ŷ ɸίʆαι 
ʋɸʋɸʌασʅέʆος ʃαι ο ʃάθɸ ʃύʃʄος σʏɻʆ αʄʐσίɷα ɸίʆαι ɸφαʋʏόʅɸʆος ʅɸ ʏοʆ 
ʋʌοɻɶούʅɸʆο ʃαι ʏοʆ ɸʋόʅɸʆο ʃύʃʄο ʏɻς αʃοʄοʐθίας ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ ʏɻς αʄʐσίɷας. 
ɇʏις σʐʆɻθισʅέʆɸς ʃʄɸισʏές αʄʐσίɷɸς SteiŶer, ο ʋʌώʏος ʃαι ο ʏɸʄɸʐʏαίος ʃύʃʄος 
ɸίʆαι ɸʋίσɻς ɸφαʋʏόʅɸʆοι ʅɸʏαʇύ ʏοʐς. Αʆʏίθɸʏα, σʏις αʆοιʃʏές αʄʐσίɷɸς SteiŶer, 
ɷɸʆ ʖʌɸιάɺɸʏαι ʆα ɸίʆαι. Ƀι ɷɸɷοʅέʆοι αʌʖιʃοί ʃύʃʄοι ɷɸʆ ʏέʅʆοʆʏαι, αʄʄά ʅʋοʌɸί ο 
ʅιʃʌόʏɸʌος ʃύʃʄος ʆα βʌίσʃɸʏαι ʅέσα ή έʇʘ αʋό ʏοʆ ʅɸɶαʄύʏɸʌο ʃύʃʄο. ɇɸ αʐʏές ʏις 
ʋɸʌιʋʏώσɸις, ʏα ʃέʆʏʌα ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ αʄʐσίɷας SteiŶer βʌίσʃοʆʏαι σɸ έʄʄɸιʗɻ ή 
ʐʋɸʌβοʄή, αʆʏίσʏοιʖα.                            
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ɇʏο ɷιʋʄαʆό σʖήʅα ʋαʌοʐσιάɺοʆʏαι ʏέσσɸʌɸις 
ʃύʃʄοι ʅιας αʄʐσίɷας ʅɸ αʃʏίʆɸς ʌ1, ʌ2, ʌ3, ʌ4 .                          
Ɂα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ισʖύɸι ɻ ισόʏɻʏα :  

1 3 2 4

1 3 3 1

ρ ρ ρ ρ
+ = +    

Αʋόɷɸιʇɻ   
ȵφαʌʅόɺοʐʅɸ ʏοʆ αʆαɷʌοʅιʃό ʏύʋο ʋοʐ ɷίʆɸι 
ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏοʐ ʆιοσʏού ʃύʃʄοʐ ʏɻς αʄʐσίɷας 
ʏοʐ Ʌάʋʋοʐ ʃαι έʖοʐʅɸ :   

2 2 2 2

1 3

1 3 2[(1 r) r] 2[(1 r) r] (1 r) r
3 8

ρ ρ (1 r) r (1 r) r (1 r) r
− + − + − +

+ = +  =
−  −  − 

  ʃαι   
2 2

2 4

3 1 6r 2[4(1 r) r] (1 r) r
8

ρ ρ (1 r) r (1 r) r (1 r) r
− + − +

+ = + =
−  −  − 
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Αʆ ɃΑ=ʌ ʆα βʌɸθɸί ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ ʆιοσʏού ʃύʃʄοʐ ʏɻς 
αʄʐσίɷας. 
Υʋοʄοɶισʅοί 
ɇʏοʆ ʏύʋο n 2 2

(1 r) r
r

2[n (1 r) r]

− 
=

 − +
 ɶια 1

r 1 r r
2

= −  =    
ʃαʏαʄήɶοʐʅɸ σʏɻʆ σʖέσɻ : ν 2

1ρ
2 (ν 2)

=
 +

 ή ɶɸʆιʃόʏɸʌα ν 2

rρ
(ν 2)

=
+

 
Ƀ ʏύʋος ʏɻς αʃʏίʆας ʏοʐ ʏʐʖαίοʐ ʃύʃʄοʐ ʏɻς αʄʐσίɷας ʏοʐ Ʌάʋʋοʐ ʅʋοʌɸί ʆα ʋάʌɸι 

ʃαι ʏɻʆ ισοɷύʆαʅɻ ʅοʌφή : ν 2 2

r kρ
k ν k 1


=

 + +
 , όʋοʐ r ɻ αʃʏίʆα ʏοʐ βασιʃού 

ɻʅιʃʐʃʄίοʐ ʃαι k=ȳȲ /Αȳ – όʋοʐ ȳȲ, Αȳ οι ɷιάʅɸʏʌοι ʏʘʆ ɷύο ʅιʃʌόʏɸʌʘʆ ɻʅιʃʐʃʄίʘʆ 
ʋοʐ ɶʌάφοʐʅɸ ɶια ʆα σʖɻʅαʏίσοʐʅɸ ʏɻʆ άʌβɻʄο. Ƀʋόʏɸ σʏɻʆ ʋɸʌίʋʏʘσɻ ʅας ɶια k=1 έʖοʐʅɸ όʏι ν 2

rρ
(ν 2)

=
+

. 
Αʆ οʆοʅάσοʐʅɸ t=Αȳ/ȳȲ ο ʏύʋος ʋαίʌʆɸι ʏɻʆ ʅοʌφή : ν 2 2

r tρ
t t ν


=

+ +
 

Ɉύʋος ʋοʐ έʌʖɸʏαι σɸ σʐʅφʘʆία ʅɸ ʏοʆ αʆʏίσʏοιʖο ʏύʋο ʏοʐ ϲοʐ ʄήʅʅαʏος ʏοʐ 
Αʌʖιʅήɷɻ.            
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ɇʏɻʆ ɷιʋʄαʆή αʄʐσίɷα ʆα αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʅɸʏαʇύ ʏʘʆ 
αʃʏίʆʘʆ ʏοʐ ϭοʐ – 4οʐ ʃαι ϳοʐ ʃύʃʄοʐ ισʖύɸι ɻ σʖέσɻ : 

4 7 1

7 2 5

r r r
= +  . 

ȴίʆɸʏαι όʏι ΑɃ=Ϯr ʃαι Αȳ=Ϯs 
Αʋόɷɸιʇɻ 
ȵφαʌʅόɺοʐʅɸ ʏοʆ ʏύʋο ʏɻς αʄʐσίɷας ʏοʐ Αʌʖιʅήɷɻ 
ɶια r=s ʃαι ɶια n ʏα ʃʄάσʅαʏα ϭ/Ϯ, ϯ/Ϯ, ϱ/Ϯ, …, 
σʐɶʖʌόʆʘς οι όʌοι ʏɻς αʃοʄοʐθίας ʋοʐ ʋʌοʃύʋʏɸι ʅɸ ʏοʆ ʏʌόʋο αʐʏόʆ ʆα 
αʋοɷίɷοʐʆ ʏις αʃʏίʆɸς ʌ0, ʌ1, ʌ2, … 
ɇʐɶʃɸʃʌιʅέʆα έʖοʐʅɸ :  

0 1/2 2
2

t s 4tsρ r
1 1 4t 4t

t t
4


= = =

+ ++ +
  

1 3/2 2
2

t s 4tsρ r
9 9 4t 4t

t t
4


= = =

+ ++ +
 

2 5/2 2
2

t s 4tsρ r
25 25 4t 4t

t t
4


= = =

+ ++ +
 

ȳɸʆιʃά έʖοʐʅɸ : n 2 2

4tsρ ...
(2n 1) 4t 4t

= =
− + +

 
Ƀʋόʏɸ ɶια ʏɻʆ άσʃɻσή ʅας έʖοʐʅɸ :  

2 2 2

7 1

2 5 13 4t 4t 1 4t 4t
2 5

ρ ρ 4ts 4ts
+ + + +

+ =  +   (1) 
2 2

4

7 7 4t 4t
7

ρ 4ts
+ +

=   (2) 
Αʌʃɸί ʆα ɷɸίʇοʐʅɸ όʏι 2 32 13 5 7 + =  ʋοʐ ισʖύɸι .  
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Ⱥɸʘʌούʅɸ ʃύʃʄο ;Ƀ,R) ʃαι ʏʐʖαία ʖοʌɷή ʏοʐ ΑȲ 
ɶια ʏɻʆ οʋοία ʐʋοθέʏοʐʅɸ όʏι ʏο αʋόσʏɻʅα ʏɻς 
Ƀȳ ɸίʆαι ɶʆʘσʏό ʃαι ίσο ʅɸ ʖ. ȳʌάφοʐʅɸ ʏοʐς 
ʃύʃʄοʐς ;Ⱦ,ʌ1Ϳ,;ȿ,ʌ2Ϳ ʃαι ;ɀ,ʌ2Ϳ, όʋʘς σʏο σʖήʅα 
Αʆ ɻ ʃοιʆή ɸφαʋʏοʅέʆɻ ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ ;Ⱦ,ʌ1Ϳ ʃαι 
;ȿ,ʌ2Ϳ ʏέʅʆɸι ʏοʆ ;Ƀ,R) σʏα σɻʅɸία ɇ ʃαι Ɉ, ʆα 
αʋοɷɸίʇɸʏɸ όʏι ʏο Ɉ ɸίʆαι ʅέσο ʏοʐ ʏόʇοʐ ΑȲ ʃαι 
ʆα ʐʋοʄοɶίσɸʏɸ ʏο ʅήʃος ʏοʐ ɇɈ σʐʆαʌʏήσɸι ʏɻς 
αʃʏίʆας R. 
Αʋόɷɸιʇɻ – Υʋοʄοɶισʅοί 
Ƀʆοʅάɺοʐʅɸ Ƀȳ=x, Ƀȵ=R, KE=ʌ1, ȿȴ=ʌ2 
Αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȷɃȿ έʖοʐʅɸ : 

1

2 2 2

2 2 2

2 1 2 2

R xρ 2 22

2

ȅȁ ǽȁ ȅǽ

(R ρ ) (2 ρ ρ ) (x ρ )

R x
... ρ

4R

−
=

= + 

− = + + 

−
 =

  
Αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα Ⱦȸȴ ʃαι Ⱦȷȿ έʖοʐʅɸ : 

1

1 2 1 21 2

ȀǾ Ǿǻ Ȁǻ
Ȁǽ ǽȁ Ȁȁ

ρȀǾ Ǿǻ
ρ ρ ρ ρ2 ρ ρ

= = 

= =
− +

  
Αʋό όʋοʐ έʖοʐʅɸ : 1 1 2

1 2

ρ (ρ ρ )ȀǾ
ρ ρ

−
=

+
 (1)  , 1 1 2

1 2

2ρ ρ ρ
Ǿǻ

ρ ρ
=

+
 (2) 

Αʆ Ɉ ʏο ʅέσο ʏοʐ ʏόʇοʐ ΑȲ ʏόʏɸ αʋό Ʌ.Ⱥ. σʏο ȸȴɈ ισʖύɸι 2 2 2ǻȉ Ǿǻ Ǿȉ= +  (3) 
ȳια ʆα ɷɸίʇʘ όʏι ɻ ʃοιʆή ɸφαʋʏοʅέʆɻ ʏʘʆ ʃύʃʄʘʆ ;Ⱦ,ʌ1Ϳ ʃαι ;ȿ,ʌ2Ϳ ɷιέʌʖɸʏαι αʋό ʏο Ɉ 
αʌʃɸί ʆα ɷɸίʇʘ όʏι ʏο ʏʌίɶʘʆο ȾȴɈ ɸίʆαι οʌθοɶώʆιο ɷɻʄαɷή αʌʃɸί ʆα ισʖύɸι : 

2 2 2 2

1Ȁȉ Ȁǻ ǻȉ ... ǻȉ 4R(R ρ )= +   = −  , ʋοʐ ισʖύɸι ʅɸʏά αʋό ʋʌάʇɸις αʋό ʏις 
σʖέσɸις ;ϭͿ,;ϮͿ ʃαι ;ϯͿ. 
ȳια ʏο ʅήʃος ɇɈ , αʋό ʏα όʅοια ʏʌίɶʘʆα ȵɇɈ ʃαι ȾȴɈ έʖοʐʅɸ : 

1

Ȉȉ Ǽȉ Ȉȉ 2R
...

ǻȉ Ȁȉ 2R ρ2 R(R x)
=  = 

−−
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Πʌόβʄɻʅα 101ο   
Έʆα 3D ! sangaku 

ɀία σφαίʌα ʋɸʌιβάʄʄɸʏαι αʋό ϯϬ ʅιʃʌόʏɸʌɸς 
ώσʏɸ ɻ ʃάθɸ ʅία ʆα ɸφάʋʏɸʏαι ʏɻς ʅɸɶάʄɻς 
σφαίʌας ʃαι σʐɶʖʌόʆʘς ʅɸ άʄʄɸς ϰ ʅιʃʌόʏɸʌɸς 
ɶɸιʏοʆιʃές ʏɻς. Αʆ ɶʆʘʌίɺοʐʅɸ ʏɻʆ αʃʏίʆα ʏʘʆ 
ʅιʃʌώʆ ʃύʃʄʘʆ ʋοια ɸίʆαι ɻ αʃʏίʆα ʏɻς ʅɸɶάʄɻς 
σφαίʌας.  
Υʋοʄοɶισʅοί 
Ⱦαι ʋάʄι ο Αʌʖιʅήɷɻς !  
Έʆα αʋό ʏα ɻʅιʃαʆοʆιʃά ʋοʄύɸɷʌα ʋοʐ ʐʋάʌʖοʐʆ 
ɸίʆαι ʏο ɸιʃοσι-ɷʘɷɸʃάɸɷʌο  
ȴιαθέʏɸι ϯϮ έɷʌɸς: ϮϬ ισόʋʄɸʐʌα ʏʌίɶʘʆα ʃαι ϭϮ 
ʃαʆοʆιʃά ʋɸʆʏάɶʘʆα.  
Έʖɸι ϯϬ ʃοʌʐφές – σʏις οʋοίɸς ʏοʋοθɸʏούʅɸ ʏις 
ʅιʃʌές σφαίʌɸς - ʃαι ϲϬ αʃʅές. 
ɇ ɸ ʃάθɸ ʃοʌʐφή ʏοʐ ɸʆώʆοʆʏαι ɸʆαʄʄάʇ ɷύο 
ʏʌίɶʘʆα ʃαι ɷύο ʋɸʆʏάɶʘʆα. 
Όʄɸς οι αʃʅές σʖɻʅαʏίɺοʐʆ έʆαʆ σʃɸʄɸʏό έʇι 
ʃαʆοʆιʃώʆ ɷɸʃαɶώʆʘʆ, ʋοʐ ʏέʅʆοʆʏαι αʆά ɷύο 
σʏις ʃοʌʐφές ʏοʐ ʋοʄʐέɷʌοʐ.  
Αʆ ʋʌοβάʄοʐʅɸ ʏο σʏɸʌɸό σʏο ɸʋίʋɸɷο ώσʏɸ ʆα 
φαίʆɸʏαι ʏο ɷɸʃάɶʘʆο ʃαι οι ɷέʃα ʃύʃʄοι ʋοʐ 
ʋɸʌιβάʄʄοʐʆ ʏɻʆ βασιʃή σφαίʌα, θα έʖοʐʅɸ έʆα 
σʖήʅα σαʆ ʏο ɷιʋʄαʆό. ȸ ɶʘʆία ɀɃȿ ɸίʆαι ϭϴο , 
οʋόʏɸ σʏο οʌθοɶώʆιο ɀɃȿ θα ισʖύɸι :  

ο Ȃȁ 5 1 rσυν18
ȅȁ 4 r R
R

... r
5

−
=  = 

+

 =
  

ȸ ʋαʌαʋάʆʘ ʄύσɻ ɸίʆαι ʏοʐ Yoshida ʃαι ʏο sangaku ɸίʆαι ʏοʐ 
ϭϳϵϴ ʃαι ɷόθɻʃɸ αʋό ʏοʆ ʅαθɻʅαʏιʃό Ishikawa Nagamasa 
σʏοʆ ʆαό Gyuto Tennosha σʏο Ɉόʃιο.  
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